Producto escalar, vectorial y mixto

Vectores en el espacio

Un vector en el espacio, AEB, es un segmento orientado con origen en el punto A y
extremo en B. Dicho vector queda determinado por:

= Médulo: es la longitud del segmento AB. Se escribe | AB|.

= Direccién: es la recta que pasa por Ay B. e

Dos vectores tienen la misma direccién si estan situados sobre
la misma recta o rectas paralelas. A8

= Sentido: es la forma de recorrer el segmento AB, es decir, de
fijar cual de los puntos es el origen y cudl es el extremo. <A

» Llamamos vector nulo, 0, al vector en el que coinciden su origen y su extremo y, por tan-
1o, su modulo es cero. Este vector no tiene direccion.

= Si el vector tiene médulo 1, diremos que es un vector unitario.

® Dos vectores son iguales si tienen el mismo madulo, la misma direccién (los vectores
estan situados sobre la misma recta o rectas paralelas) y el mismo sentido.

Coordenadas y médulo de un vector

=
= En el sistema de referencia candnico, las coordenadas de un wector AB son las coor-

denadas del punto extremo menos las del origen:
Alay, as a3

B(b,, by, bs)} — AB =(b; — a1, b, — az by — aj)

= En este sistema de referencia, si v = (v, Vi, va), su modulo es:

|7 | = V/vi+ vi+ vi

Dependencia e independencia lineal de vectores

Dada una coleccidn de n vectores en el espacio [V, ¥, ..., Val:
= Son linealmente independientes cuando el rango de la matriz que forman sus
coordenadas es n.

» Son linealmente dependientes cuando el rango de la matriz que forman sus coor-
denadas es estrictamente menor que n.

Dos vectores son paralelos si son linealmente dependientes, es decir, cuando sus coorde-
nadas son proporcionales.
sz Uz

s — Uy
T = (uy, Uy, Us) €8 paralelo a v = (vy, va, V) cuando — = — = —.
Vi vz V3
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Producto escalar

Se ll:ama producto escalar de dos vectores U y ¥, y se escribe i - ¥,
al nimero real que resulta al multiplicar sus médulos por el coseno
del &ngulo que forman. i

=t

a-v=|al:|¥| -cosa

a
u

Interpretaciéon geométrica

El producto escalar de dos vectores, U y ¥, equivale al producto del

modulo de cualquiera de ellos por el médulo de la proyeccién
del otro sobre él.

Expresion en coordenadas

Erl el sistema de referencia candnico, el producto escalar de dos vectores, 4 = (uy, Us, Us)
YV = (v, Vi, ¥), €8¢ h

ﬁ'§:U1'V1+u2'V2+U3'V3

Propiedades

= E] producto escalar de un vector por si mismo es el cuadrado
de sumodulo: V - V = |72

=t

V-v=I|V||V¥]| cos0° = |¥]-|¥]| = |¥]?

n EI producto escalar de dos vectores no nulos es cero si, y solo si, los vectores son perpen-
iculares.

=y

-V =|al:|v|-cose =0 cosa=90° = iiy¥ son perpendiculares.




Producto escalar, vectorial y mixto

Producto vectorial

El producto vectorial de dos vectores, Il y V, es otro vector U X V gue tiene los si-
guientes elementos:

= Médulo: |iI X ¥| = |{I| - |¥| - sen a, siendo a el menor
angulo entre los vectores.

= Direccion: la perpendicular de cualquier plano generado
por ambos vectores, Iy V.

®= Sentido: cl del avance de un sacacorchos que gira de i a V.

Interpretacion geométrica

El médulo del producto vectarial de dos vectores, 0 y ¥, es igual
al area del paralelogramo que definen ambos vectores.

Expresion en coordenadas

En el sistema de referencia candnico, el producta vectaorial de dos vectores, T = (uy, Uy, Us)
Yy V = (v, vz, V3), es:

TN K
1. (tlx “Hgl =

Uy U
Vo Va3

5
o
o

0xv=

=

Vi Wy

5
)

Vi Va2 Vi

Propiedades
= E| producto vectorial de un vector por sf mismo es cero.
g xd| = |a| - |dl -sen0° = |G|2-0=0

= El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector nulo si, y solo si, los vectores

son paralelos.
o ~ - a=0°
[T x¥| =0— |G| |V] -sena=0->sena =10 )L!='180D

= [osvectores I X Vy v X U son opuestos.
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Producto mixto

Se llama producto mixto de tres vectores, d, ¥ y i, v se escribe [U, v, W], al nimero
que se obtiene al calcular el producto escalar del primer vector por el producto vectorial
de los otros dos.

[0, Vv, wl=1T-(V X w)

Interpretacion geométrica

Elvalor absoluto del producto mixto de tres vectores,
i, Vy w, es igual al volumen del paralelepfpedo defi-
nido por ellos.

Expresion en coordenadas del producto mixto

En el sistema de referencia canénico, el producto mixto de tres vectores, i = (uy, ts, us),
V= (v1, Vo, V) y W = (wy, Wp, Wg), es:
uy Uz Us;

v.wi=|wvi w wv
Wi Wz W

Propiedades

= El producto mixto cambia de signo si se permutan dos
de los vectores.

[a,v,wl=—[a,w,vl=—[V,.4wl= —[W, 7,1l
= El producto mixto de tres vectores no nulos es cero si,
y solo si, los vectores son linealmente dependientes.

Es decir, uno de ellos es combinacién lineal de los otros
dos.

oLV xw

U es combinacién lineal de los vectores v y .




CALCULAR VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Determina el niimero maximo de vectores linealmente independientes entre
los siguientes, y elige vectores que lo sean.

V,=01,23 v.=1001-2 ¥=(0130 V.=1(02 —4)
PRIMERO. Hallamos el rargo de la matriz de las coordenadas de los vectores.

Calculamos el range haciendo ceros.

e g 3 g Jrgios 8
0 -2\ 0T =2 G 1 0=2)
Rango|, 5 o|=Rergo|, ; _3|=FRango|g o _4[=3
0 2 —4 0 2 —4 0 0

SEGUNDO. Identificemos os vectores de las filas que son distintas de cero.
Como el rangc es 3, el nimera maxmo de vectores independientes es 3.
L Son independientes v, v; y vs porgue representan las filas de la matriz que son distintas

de cero.

\\‘

=/

CALCULAR VECTORES PERPENDICULARES A OTRO VECTOR

Dado el vector i = (1, —1, 2), calcula los vectores perpendiculares a él.

PRIMERO. Escribimes la condicion de perpendicularidad para un vector genérico V.
=01 -1,2LV=W"rv—=>01-12 - =vV—V+2=0

SEGUNDO. Resolvemos la ecuacion despzjando ung incognita en funcion de las otras.
Vi 'f2+ 2V;3 =0 - Vi = Vo — 2V

Haciendo v, = Ay /3 =

Va = A= 2}1
Solucion: {v, = A
Vo =L

TERCERO. Escribimos la solucidn en forma vectorial y la descomponemos en suma
de dos vectores, siendo cada uno dependient2 de un parametro.

(Vi vo, v = (A 2p, A )= (A4, 0 + (—2u,0 1)

CUARTO. Sacamos factor comun a cada parametro, obteniendo dos vectores que formar
una basa de los vectores perpendiculares al cado.

A0 + (=2, 0,1 = A1,1,0) + «(—2,0,1) = B ={1,1,0,(=2,0,1}
Toda vector perpendicular a i es combinacion ineal de 0s elementos de la base B.

b

CALCULAR EL AREA DE UN TRIANGULO CONOCIDOS SUS VERTICES

Halla el 4rea encerrada en el tridngulo cuyos vértices son: \\
A(—1,1,1) B(3,0,2) c1,2,3)

PRIMERO. Calculamos dos vectores que tengan como origen uno de los puntos y extremos
en los otros dos.

Tomamos, por ejemplo, como origen A y extremos By C:
AB = (4, —1,1) AC =(2,1,2

SEGUNDO. Hallamos el producto vectorial de los dos vectores.

N L TSN an
ABXAC=|4 —1 1|=-37 —6] +6k =(—3,—6, ¢
F R

TERCERO. Determinamos el modulo del producto vectorial (rea del paralelogramo),
y calculamos el area del triangulo diviciendo este médulo por 2.

|AB x AC| =|(—3,—6,6)|= V(=37 + (—6)2+ & = V81 =9

lxag | »
2 2

Area =

\ S

CALCULAR EL VOLUMEN DE UN TETRAEDRO CONOCIDOS SUS VERTICES

Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son: \

A(—1,2,1) B(3,0,2) c(1,2,3) D(—1,0,1)

PRIMERO. Calculamos tres vectores gue tengan origen en uno de los puntos y exiremo
en |os otros tres.

Tomamos, por ejemplo, como origen A y extremos B, éy D:

AB = (4, —2,1) AGC=12,0.2) AD = (0, —2,0)
SEGUNDO. Hallamos el producto mixto de los tres vectores,
e e |
[AB, AC,AD] = |2 0 2{=—-4+16=12
B2 0

TERCERO. Aplicamos la férmula para el célculo del volumen del tetraedro.

[AB, AC, AD
Volumen = ———| ]I Eald =2

e : ; Y




Ecuaciones de la recta
Ecuacién vectorial

P(x, y, z) Un punto de la recta

OF, = (xo Yo zo) Vector de posicién del punto By
V= (vy Vo V3 Vector director de la recta

t Cualquier nimero real

OP = OP, + tv, donde

Expreséndolo en coordenadas: (x, y, 2) = (Xo, Yo, Zg) + T vy, v, V3)

Ecuaciones paramétricas '

X =Xy +tw;
y = ¥q + tv,1, siendo f un niimero real.
zZ =2+ tvy

Ecuacién continua
X—Xg Y Vo EZ—Zp
¥y Va2 Vi

Ecuacién implicita (interseccion de dos planos)

vaX — Wy + (viyo — vexo) = 0] Ax+By+Cz+D =0
vaX — Wiz + (V42 — Vaxg = 0 Ax+ By + Coz + D, =0

Ecuaciones del plano

Ecuacion vectorial

Pix, y, 2) Un punto del plano

OP, = (X Yo 7o) Vector de posicion
OF = OF, u v = (uy,uz u
G = LRt AR=b YR LE (a2, U Vectores directores del plano

V= (vy Vz V3)

A1 Dos numeros reales

En coordenadas: (x, ¥, 2) = (Xo Yo 2o + A+ (2, Uz ) + - (V4 Va2 V3

Ecuaciones paramétricas

X = xg+ Au; + pvy
¥ = Vo + Auz + pvep, siendo A y u nameros reales.
z = 2yt Az + 1Lvy

Ecuacion general o implicita

Ax + By + Cz + D = 0, donde A, B, Cy D son nimeros reales.
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Vector normal a un plano

Dado el plano m: Ax + By + Cz + D = 0, el vec-
tor 1 = (A, B, C) es un vector perpendicular al
plano . A este vector se le llama vector normal
del plano.

Vector director de una recta expresada por dos planos

}‘_"\7;=_ﬁ1xﬁz

Ax+ By + Cz+ Dy =0] = ;= (A, B, C)
Ax + Byy + Coz + D, = 0] = 11, = (Ay By, Gy

Posiciones relativas de dos rectas
i {P{a, b, ¢ § Qla, b, c)
o= v va) 7 = vevh v

Estas rectas en el espacio pueden ser:

Coincidentes
Las dos rectas son la misma. Vi Va Vi
Rango | v vy vy |=1

Los vectores vy v'y el vec- , ,
tor PQ son proporcionales. &—a b—b cd—c

Secantes

Las dos rectas se cortan en

un solo punto.

- Vi Ve Vgl _
Rango(V; v} v;) = 2

Los vectores V y V' no son

proporcionales y el vector B "j V;z V? ’
PQ es combinacién lineal 9%\ V1 Yz R
de Vy 7. a—a b'—b ¢—c
Paralelas

Las dos rectas no tienen Vi Ve v
Rango ; 2 Ll=r

pu?tos comunes, pero v, Vh W

estan en el mismo plano.

Los vectores vV y ¥ son Vi Ve Va

proporcionales, pero no hango AL Ve ve |=2
; i a'—a H—=8 =

son proporcionales a PQ.

Rectas que se cruzan

Las dos rectas no tienen

puntos comunes ni estan = Vi Ve va _

en el mismo plano. ALgay ¥ AG Ma )= 3
e a—a b —b c—c

Los vectores v, V' y PQ for-

man una base.




Posiciones relativas de recta y plano
" Alx+Biy+ Ciz+ D=0

A1 Bq- C'] A'l B1 C1 D‘\
M=|A, B (i M*=|A; B} Ci IN

A B G A; B, C, D,

AX+ By + Ciz+ Dy = }

Secantes
La recta y el plano se cortan en un punto.
El sistema es compatible determinado.
Rango (M) = 3 Rango (M*) = 3
Paralelos
La recta y el plano no se cortan.
El sistema es incompatible.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3
Recta contenida en el plano

La recta esta contenida en el plano.
El sistema es compatible indeterminado.
Rango (M) =2 Rango (M*) = 2

Posiciones relativas de dos planos
T AjX & B-]y + C1Z T D1 =0

(A B G
M_(Az B, 62)

M= (A
= (4

Coincidentes

La interseccion es todo el plano.
El sistema es compatible indeterminado.
Rango (M) = 1 Rango (M*) =1

Secantes

La interseccion de los planos es una recta.
El sistema es compatible indeterminado.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 2

Paralelos

Los dos planos no tienen puntos en comun.
El sistema es incompatible.
Rango (M) =1  Rango (M*) =2
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T Apx + By + Coz+D; =0

=
—

Ty AgX"{'B;y o g CQZ ‘LDg =0

B, C D
B, G Dy

=
>

h——N

Posiciones relativas de tres planos

T Ax + By +Ciz4+ D=0 A B G

?Tg:AZX+Bgy+CQZ+D2=O_’M*: Ag Bg C2

Ta: A3X+B3y+C3Z+D3= 0 M
M

Se cortan en un punto

El sistema es compatible determinado.
Rango (M) = 3 Rango (M*) = 3

Se cortan dos a dos

Ninguno de los planos es paralelo a otro.
El sistema es incompatible.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3

Dos planos paralelos cortan al tercero

Dos de los planos son paralelos.
El sistema es incompatible.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3

No coincidentes y se cortan en una recta

El sistema es compatible indeterminado.
No hay ecuaciones proporcionales.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 2

Dos planos coincidentes cortan al tercero

El sistema es compatible indeterminado.
Dos de las ecuaciones son proporcionales.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 2

Tres planos paralelos

El sistema es incompatible.
Ninguna de las ecuaciones es proporcional.
Rango (M) = 1 Rango (M*) = 2

Dos planos coincidentes y paralelos al tercero

El sistema es incompatible.
Dos ecuaciones son proporcionales y la otra no.
Rango (M) =1  Rango (M*) =2

Tres planos coincidentes

El sistema es compatible indeterminado.
Sus ecuaciones son proporcionales.
Rango (M) = 1 Rango (M*) = 1

D,
D,
Dy




Angulos
Angulo entre dos rectas

El angulo que forman dos rectas, ry s, es el menor
angulo que se puede formar entre sus vectores direc-
tores, 0 y V. Se calcula como:

(Ia-rf\)
= ( — arc cos =t

=
=

cos a =

<4

=]

|al-

Angulo entre una recta y un plano

’
El Angulo que forman una recta r y un plano z ¢s el
complementario del menor éngulo formado por el vec-
tor director de la recta 0 y el vector normal al plano A.
Se calcula como:

=
=

cos (90° —aq) =

=1
=1

- = 90"—31"‘0005(

Angulo entre dos planos

El &ngulo que forman dos planos, m; y m, es el menor
angulo que se forma entre sus respectivos vectores
normales, i, y iz Se calcula como:

(7«

cos a =
|7, - |l

=k

_’CI‘.*(:H'CCGS(

‘51 > j_"‘f~2| )

|7l - 17|

Distancias
Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos A(a,, az, as) y B(by, bz, bs) en el espacio es el mddulo del
vector que tiene por extremos dichos puntos.

d(A, B) = |AB|
d(A, B) = E{b1 — &y, bo — ay, by — 33]' =
= by — af + (s — af + (by — asf

w

s
syt 41

Distancia de un punto a una recta &

"
\ '\:gj"“"{!"“" L

La distancia de un punto P a una recta r
se puede calcular con la férmula: gy
_|¥. x AP|

7

!
5““ e

)
,_mn.:nnw :

d(P, 1)

siendo V, el vector director de la recta y
A un punto cualquiera de la recta.
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Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto P a un plano = es la dis-

tancia entre el punto P y su proyeccion sobre el ?P

plano =. i

Conocida la ecuacion del plano: i
wAx +By+Cy+D=0 Q4

la distancia de un punto P(xy, 4, ;) al plano 7 se pue-
de calcular mediante la expresion:

|Ax,+ By, + Czy+ D|

VAP 4+ BB+

d(P, ™} =

Distancia entre dos planos

= Silos planos son coincidentes o se cortan, la dis-
tancia es cero.

jj |

= Silos planos son paralelos, la distancia entre am-
bos es igual a la distancia entre cualquier punto P
de uno de los planos al otro.

Distancia entre una recta y un plano
= Silarectay el plano tienen algin punto en comun,
la distancia es cero.

® Silarectay el plano son paralelos, la distancia en-
tre ambos es igual a la distancia entre cualquier
punto P de la recta al plano m.

Distancia entre rectas coincidentes, secantes o paralelas

= Silas rectas son secantes o son coincidentes, la dis- A i

tancia entre ambas rectas es cero. /

» Silas rectas son paralelas, la distancia entre ellas es
igual a la distancia entre cualquier punto de una a
la otra.

Distancia entre dos rectas que se cruzan

La distancia entre dos rectas, ry s, (ue se cruzan
se calcula con la férmula:

|[AB, ¥, v
¥ X ¥

d(r,s}) =

Siendo: V¥, — vector director de larectar
A — puntodelarectar
v, — vector director de la recta s
B — puntode larecta s




HALLAR LA ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos A(1, 1, 1) y B(2,0, 3).

PRIMERO. Calculamos el vector definido por 1os dos puntos.
AB=Q—1,0— 18- 1)=(,-1,2=7
SEGUNDO. Esc-ibimos la ecuacon de la recta, conocidos un punto y el vectar,

X=X _Y—Vo _2~2 T e PR i it
" v, Va F=ll,=%8. & - =5 -

\

Ecuacion

=¥ u
2 continua J

—=5

COMPROBAR SI VARIOS PUNTOS SON COPLANARIOS

HALLAR LA ECUACION DEL PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS

y €(3,0,0).

PRIMERO. Calculamos dos vectores a partir de los tres puntos.
AB =(,1,2 AG = (2,1,0)

SEGUNDO. Desarrollamos e determinante que expresa su ecuacion general e igLalamos a cero.
| — T lelk

1 1 2|=My+N+z—22-2x— N> 2x—ty+z—6=0
z 10

L

Calcula la ecuacion general del plano que pasa por los puntos A(1, —1,0), B(2, 0, 2)

v

COMPROBAR S| VARIOS PUNTOS ESTAN ALINEADOS

Determina si los puntos A(2, 1, 0), B(—1, 0, 2) y C(5, 2, —2) estan alineados.

PRIMERO. Cefinimos la ecuacion de la recta que determinan dos de esos pUMtos.

AB=(-1-20-1,2-0=(=3 1,2

A(2,1,0

Ecuacién continua de r — X—_32- - y_—|1 ==
B — g

SEGUNDO. Comprobamos si el resto de puntos pertenecen a esa recta.
=2 =1 > 559
—3 -1 2 —3

\_ POr tanta, 10S tres purtos 2stan alineados.

§—2 2-4 =2
=T

~

Determina si A(2, 1, 0), B(—1, 0, 2), C(0, —2, —1) y D(0, 3, —2) son coplanarios.

PRIMERO. Definimos la ecuacion del plano gue determinan tres de esos puntos.

el x—2 y—1 2z
AB = (-3, -1,2) -3 =1 2|=7x—7y+72—7=0
AC = (~2,—3,—1) B =3

SEGUNDO. Comprobamos si el resto de puntos pertenecen al plano.

M=y +7z—7=0—2023=28 , 7.0_7.34+7(--T7+0>Dé&xr

Los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

xe

\

CALCULAR UNA RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO

Halla la recta perpendicular al plano =: 2x — 3y + z — 1 = 0 que pasa por P(0, 2, 0).

PRIMERO. Hallamas un vector normal al plano.
Un vector normal al planores i1 = (2, —3, 1).
SEGUNDO. Calculamos la ecuacion de la recta que tiene por vector
director el vector normal al plano y pasa por el punto pedida.
B R

=@ -3 X z
PO, 2,0) TR R

N

»

J

CALCULAR UN PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA

. X —2 .
Halla el plano perpendicular a la recta r:? 7 y_—a = —i— gue contiene a P(0, 2, 0).
PRIMERO. Hallamos un vector director de la recta.
Un vector director de la rectaesv = (2, —3, 1).

SEGUNDO. Calculamos la ecuacion del plano gque tiene por vector normal ese vector director.
V =1{2, —31) — Laecuacidndelplanoesdelaforman:2x — 3y +z +D=0.

TERCERO. Imponemos la condicion de gue el punto pertenezca v
al plano para calcular el valor de la constante D.

P0,200 = 2:-0—3-2+0+D=0—=>D=46
\ La ecuacion del planoes:im2x — 3y +z + 6= 0.

~




CALCULAR LA PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO
SOBRE UNA RECTA

CALCULAR LA PROYECCION ORTOGONAL DE UNA RECTA
SOBRE UN PLANO

Determina la proyeccién ortogonal de P(0, 0, 0) sobre - X— 1 - ¥ —3 _ Z
3 .

PRIMERO. Hallamos la ecuzcion del plano perpendicular ala rocta que pasa por el punto.

Vector normal: A = (2, 1, —1)
PUNtO: po, 0 T X -OFW—0—-12-0=0->m2+y—2=0
SEGUNDO. La proyeccion ortogonal es el punto de corte de la racta con el plano.
X—1:y—3:_z_ 5 X—2y=-—5
P RN e 3 perando X4+27=1
Ay —72 =0 2x+y—z-0
sl e
3
13 P
—¥ }f = — - —— T
e o)
Y
\\ 6

CALCULAR LA PROYECCION ORTOGONAL DE UN PUNTO
SOBRE UN PLANO

Determina la proyeccion ortogonal de P(0, 0, 0) sobre x: 2x — 3y+z—2=0.

PRIMERO. Hallamos la ecuacion de le recta perpendicular al plano que pasa por el punto.
Vector normal: A = (2, —3, 1)} i e

Punta: {0, 0, D) Sra = Eam1 — %

SEGUNDO. La proyeccién or:ogonal es el puntu de corte del plano con la recta,

LG e x+2y=0
2 =9 1 Operardo R =
W=y +z—20= 2k —pHz=20

A

A ¢

Determina la proyeccion ortogonal de la recta:
g K 1 _y—3 z

2 1 1
sobre el plano de ecuacion . 2x — 3y +Z — 2 = 0.

PRIMERO. Hallamos el vector director de la recta, el vector normal al plano y un punto

de la recta.
i

7

Vector directorder: 0=(21,-1
Vectornormalam. 1 =1(2 —3,1)
Puntoder: P(1,3,0)

SEGUNDO. Calculamos el plano «* que pasa por el punto Py tiene
como vectores directores el vector director de la recta

y el vector normal al plano =
X=A ar—3 <z
e L 1 =

2 =] 1
20— 1) —4ly—3)—8 =0 '

i X+2Y+4z—7=0
El plano ' contiene a la recta r v es perpendicular al plano =

TERCERO. Hallamos el corte de los dos planos, = y ', que €s la recta s, proyeccion ortogonal
de r sobre =,
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X+2y+4z-7=0 Varmr =
Z=A

Luego la ecuacion de la recta es:
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CALCULAR EL SIMETRICQO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO PUNTO

SEGUNDO. Resolvamos el sistema que se forma,al igualar el punto medic al punto Q.

& 2D

€=5

2

Halla el simétrico del punto P[0, 2, —1) respecto del punto Q(—1, 0, 2).
PRIMERO. Si el simétrico es P’(g, b, ¢), halamos e punto medio ’.P’
del segmento PP’. 0
. (a8 2+b —1+E A
P@ 2, =1y P'(a b, ¢) = Punto medio: (5‘ I ) B

a=-—2
(—1,0,2) = (2 5 _12+ C) — ‘b = —2 — El punto simétrico es P(—2, —2, 5).
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CALCULAR EL SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE UNA RECTA

X
Halla el simétrico del punto P(2, 1, 0) respecto de la recta r: i ==-=

PRIMERO. Hallamos la proyeccior ortogonal, Q, del punta P
sobre laractarn

La ecuacion del plano perpendicular es:

Vector normal: @ — (1, 2, 1) s
S TX+y+z—4=0

Punto: P2, 1,0)
X--l
1’4 2 2X—y=20 3
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Z=—
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SEGUNDO. Calculamos el simétrico de P respecto de la proyeccion Q.
w2 7 :(2+a 1+b £)
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Resolviendo: @ 3 3 (5% 3

-l d=4 1 14
El punto simélrico de P respeclode res P T -é— ? i
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CALCULAR EL SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE UN PLANO

Halla el simétrico del punto P(2, 1, 0) respecto del plano=: 2x — 3y +z — 2 = 0. R
PRIMERO. Hallamos la proyeccion ortogonal, @, del punto P sobre el plano .
La ecuacion de la recta perpendicular al plano = que pasa por el punto P2, 1,0) es:
Vector normal: i = (2, —3, 1) Xx—2 yo== z—0
- I = —=
Punto: P2,1,0) 2 —3 1
15
e 7
x—2__}f—1=£ I+2y=28 i
2 = i, X—2z=2;> y=ﬁ—>o(-‘|7i‘%’%)
2x—38y+z—2=0 2x—3yt+z=2 g 4
Z=—
14
SEGUNDO. Calculamos el simétrico de P respecto de la proyeccién ol
(15 11 'r) (2+a1+b c) =g = r
14" 14 T . = 7 = 7
El punto simetrico del punto P respecto del plano « / . /
16 4 1 H
es P ( ©2 7)
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CALCULAR EL PLANO DE SIMETRIA DE DOS PUNTOS

Sean A y B los puntos del espacio, de coordenadas A(3, 4, 1 + 2a) y B(—3,0, 1 — Za).\
Se sabe que dichos puntos son simétricos respecto a un plano . Halla de forma
razonada la ecuacién de dicho plano.

PRIMERO. Se hallan el punto medio del segmento AB y el vector AB. *E
=81 Aot —
P( : "1_26-1-1 Za)_’P(OJZ 2 i
2 2 2 P
AB=(—3-3,0—4,1-2a—(1+ 23) = (—6, —4, —4a) ;

SEGUNDO. 5e calcula la ecuacion del plaﬂc_n que pasa lA
por el punto Py cuyo vector normal es AB.

La ecuacion del plano es: —6x — 4y —4az + D=0

P, 2, 1)

AB = (—6, —4, —-4a)L 7 —6(x — 0) — 4y —2) — 4z — 1) = 0

m—bX—4dy—4az+4a+8=0
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