Notacion ordinaria

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incédgnitas se puede
escribir del siguiente modo:

ap X HapX F A% + e tsanX. =B
ay X, tapX + apX + ..t axpx, = b,
s X tanX + apX t+ ..+ a;Xx, = b; [1]
B A s A K+ st B Xy =D
Donde
a; son nimeros reales dados; se llaman coeficientes del sistema.
b,, b,, b, ..., b, son nimeros reales, y reciben el nombre de ter-
minos independientes.
Xqs X0 X3, ..., X, sON las incognitas del sistema.
Si todos los términos independientes son nulos, el sistema se llama
homogéneo.
Sistema compatible:
N ] | e . g
/ // | Una solucién del sistema [1] es un conjunto ordenado de
2x+3y =94 /LA nimeros reales (s;, S, Ss, ..., S,) tales que, al sustituir las in-
‘ 1 = P \3 i cognitas X, por s;, X, Por s,, X; POr s, ..., X, pPor s,, se satisfacen
DZEAED X a la vez las m ecuaciones.
v,v /l T & il
, ™
L /‘x—Zv; 3
3x-5y=4 ] : £
s Los sistemas que tienen al menos una solucién se llaman compa-
0 ! tibles.
2%+ 3y=9 QQ - — Si la solucién es Unica, el sistema es compatible determi-
= ¥ oo
3x—5y= 4 g J 3‘\ nado.
x—2y=13 ¢ \9\ \" _ — Si tiene mas de una solucion, el sistema es compatible in-
{ &Y determinado.
\ .
Sisterna incompatible: Vof De hecho, estudiaremos después que todo sistema compatible
S indeterminado tiene infinitas soluciones, y éstas pueden expre-
: 35y =4_ sarse en funcién de un numero determinado de parametros,
Sy L 617 ™ 5 dependiendo de cada caso.
? 2 B0 b Los sistemas que no tienen ninguna solucién se llaman incom-
//O'/ :ZX T 3y7= 9 patibles/i\_ ) - A
ae : 3 [ Siun sistema tiene una ecuacion incompatible, el sistema completo
PpEEris | ] [también lo es.
0 . Las ecuaciones
Ox+0y=7 y 0x+0y+0z=6
+ 3y = . i ; ; .
;i o 3 & Z son incompatibles, ya que no existen nimeros reales que las verifiquen.
Sx—2y=—6 Si un sistema tiene una ecuacién similar a éstas, es incompatible.
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Notacion matricial

Puesto que luego utilizaremos la notacién matricial de los sistemas,
vamos a escribir el sistema [1] en esa forma.

Llamaremos matriz del sistema [1] a la matriz de orden m x n
formada por los coeficientes del mismo:

a11 a12 a'|3 a1n
Ay Ayp A ... Aoy
M= as;; as;x as .. as . Wbk
Matriz de las incognitas:
am1 amZ am3 amn )(1
. . ; X
La matriz ampliada del sistema [1] es de orden mx (n + 1) y se I
obtiene a partir de la matriz M, anadiéndole la columna formada por
los términos independientes: %
n
dyp Ay dgs a, b Matriz de los términos
dy Ay Ay a; b, independientes:
M* =1 a5 as as as, bs
b,
b b,
arn1 amZ am3 amn m
B=| b
Si designamos por X a la matriz columna formada por las incognitas b
n

y por B a la matriz columna de los términos independientes, el sistema
se escribe en forma matricial asf:

M-X=B

%!
%

TV
F LA
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Notacion por columnas

Q0
":.
5

b»

Designando por C,, G, G, ..., C, las columnas de la matriz M, el
sistema puede escribirse también asi:

diy ai, di3 din b,

ayi dz dss ay, b,

as; X+ as X+| as |- x+...+] as | x.=| bs

am1 am2 am3 amn bm . ' . B
Mohammed ibn-Musa Al-Khowarizmi

l l l l ‘ l (léase Al-juarizmi) (780-846).
Matemdtico drabe, trabajo en la

(@8 G, (& C, B biblioteca del Califa Al-Mahmun en

Bagdad. De su nombre deriva la
palabra algoritmo. Es autor del
tratado Al-jabr wa'l mugabala, del cual
procede la palabra «dlgebra».

C X +GCox, +GC x5+ ...

Esta relacion expresa la columna B como combinacién lineal de las
columnas de la matriz de los coeficientes. Si tal combinacion lineal es
posible, los coeficientes de las columnas son precisamente la solucién
del sistema [1], con lo que éste es compatible.

Introdujo en Occidente el sistema
hindu de numeracion decimal, que
explicé con todo detalle en su obra
Aritmética.
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Fontana (1500-1557), debido a su
tartamudez, producida por una herida
durante el asalto a la ciudad de
Brescia en 1512 por las tropas
francesas. Su aportacién mds
importante al élgebra fue el hallazgo
de un método para la resolucién de
ecuaciones cubicas.
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El concepto de sistemas de ecuaciones equivalentes y los criterios
que permiten pasar de unos a otros son fundamentales para la reso-
lucion de los mismos.

Sistemas equivalentes

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tie-
nen las mismas soluciones.

Si dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, entonces tienen el
mismo numero de incdgnitas, aunque no es necesario que tengan igual
nimero de ecuaciones.

Es evidente que si se cambia el orden de las ecuaciones, el sistema
resultante no sélo es equivalente al inicial, sino que en realidad es el
mismo.

Criterios de equivalencia

Criterio 1. Producto por un nimero distinto de cero

Si se multiplican los dos miembros de una ecuacién de un
sistema por un numero real distinto de cero, resulta otro sis-
tema equivalente al dado.

Por ejemplo, los sistemas

{2x+3y=4 {k(2x+3y)=k-4
5x + 6y = 7

son equivalentes, ya que tode solucion del primero lo es también del
segundo, y reciprocamente.

Criterio 2. Suma de ecuaciones

Si a una ecuacion de un sistema se le suma otra ecuacion
del mismo, resulta un sistema equivalente al dado.

Por ejemplo, los sistemas

2x + 3y = 4 2x + 3y = 4
5x + 6y = 7 2x + 3y + 5x + 6y = 4 + 7

son equivalentes, ya que toda solucién del primero lo es tambieén del
segundo, y reciprocamente.




Eliminacion de ecuaciones en un sistema

Los criterios anteriores permiten eliminar ecuaciones en un sistema,
de modo que el sistema resultante sea equivalente al dado.

Si en un sistema de ecuaciones lineales una ecuacion de-
pende de otras, puede suprimirse, y el sistema resultante es
equivalente al dado.

Una regla practica:

Antes de resolver un sistema conviene eliminar las ecuaciones
dependientes, como:

— Ecuaciones nulas.

— Ecuaciones iguales.

— Ecuaciones proporcionales.

Ejercicios resueltos

1. En el sistema

2x + 3y = 4
5x + 6y = 7
6x + 9y = 12

la tercera ecuacion es el triple de la primera, luego puede suprimirse y
resulta un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas equivalente al
dado.

2. En el sistema

X + 3y = 4
5 + 6y =
7x + 9y = 11

la tercera ecuacién se obtiene sumando las dos primeras, luego puede su-
primirse y resulta un sistema de dos ecuaciones con dos incgnitas equi-
valente al dado.

3. En el sistema

X + 3y + 4z 5
6x + 7y + 8 = 9
10x + 1My + 12z = 13

la tercera ecuacion depende de las dos primeras, ya que se obtiene restando
al doble de la sequnda la primera, luego puede suprimirse y resulta un
sistema de dos ecuaciones con tres incognitas equivalente al dado.

l 5x + 6y =7
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Eugenio Rouché (1832-1910).
Matemético francés, fue profesor de
geometria descriptiva en el
Conservatorio de Artes y Oficios en la

Escuela Central.

En algunos textos, el teorema de
Rouché se designa también con el
nombre de Rouché-Frébenius.

Georg Ferdinand Frébenius
(1849-1917). Matematico aleman. Fue
nombrado profesor de la Universidad
de Berlin en 1882. Trabajé en grupos
abstractos y en la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales.
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Dos teoremas (Rouché y Cramer) dan respuesta a las dos cuestiones
que plantea la resolucién de un sistema:

— (Es compatible el sistema? Es decir, {tiene soluciones?

— En caso afirmativo, ¢cuéantas y cuéles son las soluciones del
mismo?

En este apartado se estudia la compatibilidad de un sistema expre-
sada por el teorema de Rouché.

Un sistema es compatible si el rango de la matriz de los
coeficientes de las incégnitas es igual al rango de la matriz
ampliada con la columna de los términos independientes, y
reciprocamente.

Sistema compatible < rango M = rango M*

Para demostrar este teorema escribiremos el sistema en la notacion
por columnas:

C1-x1+C2'xz+C3~x3+...+Cn-xn=B
Supongamos que el sistema es compatible
En este caso existe al menos una solucién s;, s, Ss, ..., S, tal que
C1-s1+C2~52+C3-s3+...+Cn~sn=B
luego la columna B depende de las columnas C{, G, /G5, npkGh,
Por tanto,

rango (C,, Gy, Gs, ..., C)) = rango (C;, G, Gs,....C B)

es dedir,
rango M = rango M*

Supongamos que rango M = rango M*
La igualdad de rangos de las matrices significa que
rango (C,, Gy, G5, ..., G) = rango (G, G, G,...,C,, B)

Por tanto, la columna B depende de las restantes columnas; es
decir, existen nimeros reales s;, s,, Ss, ..., S, tales que

C1's1+Cz-sz+C3-ss+...+Cn-sn=B

De esta relacion se deduce que s,, S, Ss, ..., S, €5 Una solucion del
sistema y, por tanto, es compatible.

B Y

-
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Rango, ecuaciones y soluciones

Las siguientes observaciones son de gran utilidad para la resolucién
practica de un sistema compatible.

Si el sistema es compatible, el rango de la matriz del sistema
indica el numero de ecuaciones independientes.

Si el nimero de incognitas es igual al rango, el sistema es com-
patible determinado.

Si el nimero de incégnitas es mayor que el rango, el sistema es
compatible indeterminado.

Disposicién practica para resolver un sistema
indeterminado

Para resolver un sistema con infinitas soluciones es conveniente pro-
ceder del siguiente modo.

Sea r el rango de la matriz del sistema:

Se eligen r ecuaciones independientes y se pasan al segundo miem-
bro los términos de (n — r) incégnitas, de modo que se obtenga un
sistema de r ecuaciones independientes con r incognitas.

Las (n — 1) incégnitas que se pasan al segundo miembro se suelen
designar con los simbolos t;, t,, ..., t,,. De este modo, todas las inco6g-
nitas se pueden expresar en funcion det, t, ... tr

— Si la solucion depende de t,, se dice que la solucion depende
de un paradmetro que puede tomar cualquier valor real.

— Sila solucién depende de t, y t,, se dice que la solucion depende
de dos pardmetros que pueden tomar valores reales cualesquie-
ra, etc.

Sistemas con parametros

En algunos sistemas se sustituyen algunos de los coeficientes o tér-
minos independientes por letras, llamadas tambien pardmetros, que
pueden tomar como valor cualquier nimero real.

Por ejemplo, el sistema

x + k- z =1
2x + y — kz =
x— y—- z = k-1

tiene la letra k como parametro. Por tanto, para cada valor real que
toma k se obtiene un sistema distinto. Se trata de estudiar, segun los
valores de este parametro, si el sistema correspondiente es compatible
o no. Para ello, se estudian en cada caso los rangos de las matrices, la
del sistema y la ampliada con los términos independientes.

UN EJEMPLO
{x+y— z =6
X —y+32z=17
U
X +y=6+ 12
X —y=17-—- 3
U

=6 + t

X = 7 — 3t

"
><
+
N < <
(|

Con una calculadora dotada de clculo
algebraico simbdlico (CAS) se resuelve
un sistema con parametros.

1. Se introducen las matrices M y B.

11 @
=2 -1 Bn
B o 1

“t+6 “L+6
s -3-4t+7|+b 3t+?

=10
2 =10
o g 1

Lt t

N DEG 2730

2. Se ejecuta el comando simult y se
obtienen las infinitas soluciones del
sistema en funcién del parametro t.

At s
® simultim, b) _1'_%3 »

t
i T i
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Luca Pacioli (1445-1514). Monje
italiano que trabajé en Perugia,
Népoles, Milén, Florencia, Roma y
Venecia. Fue amigo de Leonardo da
Vinci. Autor del primer tratado de
dlgebra impreso en 1494 titulado
Summa de arithmetica, geometrica,
proportioni et proporcionalita.
Publicé también un trabajo sobre la
proporcion durea titulado De divina
proportioni e flustrado por Leonardo
da Vinci,

60

- Ejercicios resueltos '
TN
1. Estudiar la compatibilidad y el nimero de soluciones del siguiente sis-
tema:
X +2y + z =1
{Zx 4 - Yok 22in=02
3x + 3y + 3z = 3

Puesto que la tercera ecuacion es suma de la primera y segunda, el sistema
se reduce a
{ X+ 2y + z =1
X + y + 2z =2

La matriz de los coeficientes, M, y la ampliada, M*, son

(121 (1211
M‘(zu) M‘(uzz)
El sistema es compatible segin el teorema de Rouché, ya que rango
M = rango M* = 2. Pasando la incégnita z al seqgundo miembro se ob-
tiene el sistema

X +2y =1—- 2z

X+ y =2 — 2
Luego, el nimero de soluciones es infinito (sistema compatible indetermi-

nado), y sus valores dependen de los valores que demos a z; es decir, hay
una incégnita libre y el sistema es, por tanto, uniparamétrico.

Estudiar la compatibilidad y el nimero de soluciones del siguiente sis-

tema:
{ Xk 2yt 1

X + y + 2z 2
3x + 3y + 3z =4

La matriz de los coeficientes, M, y la ampliada, M¥, son:

121 1211
M={212 M =1|2122
3 3 3 3334

Rango M = 2, ya que la columna G, es igual que C, y las dos primeras
columnas no son proporcionales.

Rango M* = 3, pues det (C,, C,, B) # 0.
El sistema es incompatible, ya que rango M # rango M*.

| Estudiar la compatibilidad del siguiente conjunto de sistemas depen-

dientes del parametro a:

x +ay — z =1
X + y —a =2

X~ ¥y~ %="a:2<11

Formemos las matrices, de los coeficientes, M, y ampliada, M*:

O 1 a =] 1
M={2 1 —a M*=[2 1 —a 2
1= =ilse=] Tl —l a1

detM=—-a*+a+2=>detM=0<<=a=2a=—1




(' 4. ;

Segun los valores de a, se tienen los siguientes casos:
1° a#2ya## -1
En este caso, detM % 0; por tanto, rango M = 3 = rango M*.

Luego el sistema es compatible con solucién tnica (compatible deter-
minado).

2. Q=
1T =1 —1 I B I
M=1{2 1 1 M* =il 2501 - 1es 2
1 -1 -1 1 =1 =1 =2

En este caso, rango M = 2y, por tanto, la columna C; depende de
las dos primeras, con lo que el rango de M* es el rango de las colum-
nas C,, C,, B. Puesto que det (C;, C,, B) # 0, rango M* = 3.

El sistema es entonces incompatible, ya que rango M # rango M*.

3° a=2
(| T 2-11
M=(2 1 =2 M*=[2 1-22
1 =1 —1 e lv
Ahora se tiene que rango M = rango M* = 2, pues B = C,. El
sistema es, por tanto, compatible y se reduce a dos ecuaciones inde-
pendientes:
X' AS2yrera] e o7
X + vy 2 + 2z

Tiene infinitas soluciones, por ser el rango comun 2 menor que el
nimero de incégnitas, 3. El sistema es uniparamétrico, ya que todas
las soluciones dependen del pardmetro t = z.

'Estudiar la compatibilidad y el nimero de soluciones del siguiente sis-
tema segun los valores del parametro a:
0

2Xx — 3y + z
x—ay —3z2 =20
5+ 2y — z=0
Formemos las matrices de los coeficientes, M, y ampliada, M*:

2=3 1 2°=3 110
M=|1-a -3 M*=[1—-a =30
b w2 =il 5 2-10

detM =7a + 56= detM =0 < a= -8
1° a# —8
En este caso, rango M = 3. La solucion es entonces Unica, dada evi-
dentemente por (x, y, 2) = (0, 0, 0).
2° a= -8
Para este valor de a se tiene que rango M = 2; hay, por tanto, dos
ecuaciones independientes, con lo que el sistema puede escribirse asi:

X — 3y = -2
x + 8 = 3z

Las soluciones dependen de la incognita z. Luego existen infinitas y el
sistema es uniparamétrico.

Jerénimo Cardano (1501-1576).
Meédico y matemético italiano, publicd
en 1545 su Ars Magna, en la que
incluyd la formula para la resolucién
de ecuaciones cubicas, a pesar de que
habfa sido descubierta por Tartaglia,
y que Cardano, bajo juramento, se
comprometié a no hacerla publica
antes que su verdadero autor.

Con motivo de este hecho tan
desagradable se origind una fuerte
controversia sobre la ética en los
secretos cientfficos.
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Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
Matematico aleman y uno de los mds
grandes genios de la ciencia. Publico
en 1801 las famosas Disquisitiones
Arithmeticae, obra completamente
original que marca los inicios de la
moderna teoria de nimeros y muestra
el método riguroso de demostracion
de las proporciones matematicas.
Destacé no sélo en matematicas, sino
también en fisica y astronomia.

El método de reduccion se llama
también «método de Gauss».
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Método de reduccién-sustitucion

La suma de ecuaciones permite eliminar una incégnita en una
de las ecuaciones, siempre que los coeficientes de esa incégnita sean
opuestos, y obtener una ecuacién de primer grado. Si no son iguales
ni opuestos, hay que multiplicar cada una de las ecuaciones por nu-
meros adecuados para obtener un multiplo comin de los coeficientes
de esa incégnita.

Resuelta la ecuacién de primer grado, se obtiene una de las incég-
nitas.

El valor de esta incégnita se sustituye en una de las ecuaciones
dadas, obteniéndose una ecuacién de primer grado, que resuelta da el
valor de la otra incognita.

Esquema (2-1)
[*x+*y * {*x+*y=*
*x+*y=* ¥y = ¥

Los asteriscos representan numeros reales cualesquiera.

Los dos sistemas son equivalentes, pero en el segundo aparece una
ecuacion de primer grado que se resuelve facilmente. )

| & - i ephd
- Ejercicios resueltos
5 =
1. | Resolver el sistema { 3 —2y =6
— 9 + 4y = 108
Multiplicando la primera por 2: ox — 4y = 12
Dejando la segunda como esta: 9% + 4y = 108
Sumando las ecuaciones: 15x =120
Resolviendo esta ecuacion: x=28

Sustituyendo x = 8 en la segunda ecuacion:
72 + 4y = 108  de donde y=9

Solucién: x = 8,y = 9

2. Resolver el sistema 6x + 5y = 27
8 — 2y = 10
Multiplicando la primera por 2: 12x + 10y = 54
Multiplicando la segunda por 5: 40x — 10y = 50
Sumando las ecuaciones: 52x = 104
Resolviendo esta ecuacion: X =2
Sustituyendo x = 2 en la primera ecuacion:
12 + 5y = 27  de donde y =3

Solucién: x = 2,y = 3




Método de reduccién doble

Cuando al calcular una incégnita por reduccion ésta resulta
ser un numero fraccionario o irracional, conviene calcular tam-
bién la otra por reduccién. La reduccion en este caso es doble.

Ejercicios resueltos

1. Resolver el sistema 6x + 5y = 27
4x — 3y = 10
Eliminando la x Eliminando la y
Por 2 12x + 10y = 54 Por3: 18x + 15y = 81
Por —3: —12x+ 9y = -30 Por 5:  20x — 15y = 50
Sumando: 19y = 24 38x = 131
i : 24 131
N Resolviendo: MiFrg X = e
J
Solucion: x = LIy
) SRETY R T
2. Resolver el sistema 4x + 5y = 2
7x — 6y = 10
.~ Eliminando la x Eliminando la y
B s--Por: - 28x + 35y = 14 Por 6: 24x + 30y = 12
Por —4: -28x + 24y = -40 Por5: 35x — 30y = 50
Sumando: 59y = -26 59x = 62
; 26 62
) Resolviendo: Y=~ X = o9
Solucion: x = L. ]
X TV T T

3. Una refineria compra petréleo a dos paises A y B. Comprando 500 ba-
rriles al pafs A y 15000 al pais B, resulta un precio medio de 19,871
délares. Comprando 1000 barriles al pais A y 1000 barriles al pais B,
el precio medio es de 18 ddlares por barril. ¢{Cuanto cuesta el barril de
crudo de cada pais?

(’\

Sea x el precio del barril del pais A e y el precio del barril del pais B.

[ El sistema resultante es{ 500x + 15000y = 15500 - 19,871

_ B 1000x + 1000y = 2000 - 18
- . x + 30y = 616
Equivalente a {x by = 36

Resolviendo el sistema, se tiene: x = 16, y = 20.
El barril cuesta 16 dolares en Ay 20 en B.

7x-6y=10/ | axasy=2\
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RN VS T 7
Francois Viéte (1540-1603).
Matemdtico y jurista francés, mds
conocido por su nombre latino,
Franciscus Vieta. Fue el primero en
utilizar letras para simbolizar incégnitas
Y constantes en las ecuaciones
algebraicas. Se le considera como el
matematico mds importante de la
segunda mitad del siglo xvi.

*X+*y+*
*X+*y+*
*X+*y+*
mn
It
g
O
:
W
4
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La suma o diferencia de ecuaciones permite eliminar una incég-
nita y obtener un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Para ello se eligen dos pares de ecuaciones de los tres posibles:
1.2-22, 1.2-33, 233>
Elegidas las dos parejas de ecuaciones més adecuadas se elimina la

misma incégnita en ambas. El proceso es igual que el seguido para
dos ecuaciones.

El sistema parcial de dos ecuaciones con dos incégnitas que se ob-
tiene se resuelve utilizando el método del epigrafe anterior para dos
ecuaciones.

Conocidas dos incognitas, se halla la tercera sustituyendo estos va-
lores en una de las ecuaciones dadas.

Esquema (3-2-1): Sistema triangular equivalente

*

= * XA+ Ky + = X+ * oy * oz
= * *y+*z=* *y+*z=
* *y+*z=* * 5 *

Los asteriscos representan nimeros reales cualesquiera.

Los sistemas son equivalentes, y en el proceso se obtiene un sistema
con una ecuacién con tres incégnitas, otra con dos y la tercera con
una, que es una ecuacién de primer grado que se resuelve facilmente.

Si los coeficientes son sencillos, este proceso puede hacerse direc-
tamente, hasta obtener el sistema Ultimo, que se llama triangular, por
su disposicion.

Este proceso se extiende de forma andloga a sistemas de cuatro o
mas ecuaciones.

- Ejercicios resueltos

1. Resolver el sistema

X+y—2z= 9
X —y 4+ 4z = 4
X —y + 6z = —1

Se elimina la incognita y eligiendo las ecuaciones 1.2-2.2 y 1.2-3°2

X +y—22= 9 X+y—22= 9
X —y + 4z = 4 X —y + 6z = —1
Sumando: 3x + 2z = 13 3x + 4z = 8




Sistema de dos ecuaciones: | —3x — 2z = —13
X+ 4z = 8
5
Sumando: 2z = =5 dedonde z = ey
Sustituyendo: 3x — 10 = 8 dedonde x =06
Sustituyendo: 6+y+5= 9 dedonde y= -2
., 5
~Solucién: x = 6,y = =2,z = — 5
% Resolver el sistema
Ay
b

x+ y+ z
2x + 3y + 5z

x — 5y + 6z = 29

7 Se elimina la incognita x eligiendo las ecuaciones 1.%-2.% y 1.-3.* Multipli-
9 9 y

® | = ©

cando por nimeros adecuados, se tiene:

—Xx—2y—2z=-4 Xided et o g =9
2x+3y+52= 1 —x + 5y — 6z = —29
Sumando: y+3z= 7 6y — 5z = —27
Sistema de dos ecuaciones: by + 18z = 42
-6y + 5z =27
Sumando: 23z = 69 dedonde z=3
Sustituyendo: y+9=7 de donde y= —2
Sustituyendo: x—2+3=2 dedonde x=1
Solucién: x = 1,y = =2,z = 3

De un ndmero de tres cifras se sabe que la suma de éstas es 13. Si se
intercambian las cifras de las unidades y las centenas, el nimero dis-
minuye en 198, y si se intercambian las de las unidades y las decenas,
el nimero aumenta en 36. Encontrar el nimero.

Sea el nimero N = xyz = 100x + 10y + z.

Suma de las cifras:
x+y+z=13

Intercambiando las cifras de las unidades y de las centenas:
100z + 10y + x = 100x + 10y + z — 198

Intercambiando las cifras de las unidades y de las decenas:
100x + 10z +y = 100x + 10y + z + 36

Simplificando se obtiene el sistema

x+y+z=13
X —z= 2
-y+z= 4

Resolviendo por reduccion el sistema, se tiene:
x=7, y=1 1z2=5
El nimero buscado es 715.

SISTEMA TRIANGULAR

o



Gabriel Cramer (1704-1752).
Matemético suizo. Profesor de
matematicas y filosofia en Ginebra, fue
admitido en la Academia de Berlin y
en la Royal Society. La conocida regla
de Cramer, publicada en su
Introduccién al andlisis de las curvas
algebraicas (1750), fue descubierta por
Colin Maclaurin (1698-1746)
probablemente en 1729, cuando
estaba escribiendo ya el Tratado de
Algebra, publicado en 1748, dos anos
después de su muerte.
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Sistemas de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer
si cumple las siguientes condiciones:

a) Tiene n ecuaciones y n incégnitas.

b) El determinante de la matriz de los coeficientes del
sistema es distinto de cero.

Un sistema de Cramer es por definicion compatible, ya
que:

Rango (C,, G, G, ..., C) = Rango (C;, G, G, ..., G, B)

Resolucién por determinantes o método de Cramer

Si designamos el determinante de la matriz del sistema por
det(C, G, G, ... s
el determinante de la incognita x, por
HetlB, '€ Cap v G
el determinante de la incégnita x, por
det(C,, B, G, ..., C)),

y el determinante de la incégnita x, por
det(C,, C,, G, ..., B),
se tiene entonces que:

. det(B) €l Cy 1 C)
v det(C,. T Coy s G
e det(C,, B, C,, ..., C,)
2 detlC, €€ o C)

_ det(C,, G, G, ..y B)
“uteglCo L, C)
El valor de cada incognita se obtiene dividiendo el deter-

minante asociado a dicha incégnita por el determinante del
sistema.

Xn

Un sistema de Cramer tiene siempre solucién unica.

La demostracién de las férmulas de Cramer se basa en las propie-
dades de los determinantes con relacién a la suma y al producto por
un numero de filas y columnas.




Puesto que el sistema de Cramer es compatible, existe una solucion

s s, ..., s, tal que
@) G s PG, R SeE et R C s P =B
Calculemos s;:

- BB, C,, C, ... C) = det(C, s, +C 5, + ... + (5, G, G5, ..., ©)
s, - det(C;, G, G, ..., C) +
sy ¢ det(Coi Gy Copoies C) + o0 +

s, - det(C,, G, G5, ..., C) =

s, - det(C;, G, Coyinsis C)

= que todos los demés determinantes son nulos por tener dos colum-
mas iguales.

n+ + 1

Por tanto,
o = — det(B, G, G, ..., C)
P det(C, G, G, . G

—
Analogamente se calcula el valor de las restantes incognitas.
jercicio resuelto
L Resolver, mediante determinantes, el sistema
X+ y+z=17
X +z=4
3x—2y +z =2
Aplicando las férmulas de Cramer, se tiene:
7 11
‘ 4 01
an X_det(B,Cz,CB)_2—21 _i_1
‘ det(C,, G, &) |2 11 4
— 1T 01
3 -21
2, 711
1T 41
_det(C, B, G) 3 21 —E—Z
YT 4G, G, G 2 11| 4
1 01
3 -21
2 1
1T 04
. det(C,, G, B) |3 —2 2 —2—3
det(C, G, G) (2 11 4
¥ 1 01
3 -21
r Se puede comprobar el resultado obtenido sustituyendo en las ecuaciones del

sistema.

LAS PRIMERAS MATRICES

Se tiene conocimiento de que los chi-
nos, hacia el ano 200 a.C., utilizaron
por primera vez matrices para la reso-
lucién de problemas.

En cambio, en Occidente no se utiliza-
ron hasta el siglo xix.

Esta distancia en cuanto al tiempo entre
la cultura oriental y occidental posible-
mente se deba a que los chinos utili-
zaban tableros para contar que estaban
divididos en cuadriculas.

Este debio ser el hecho que hizo més
facil el desarrollo y el uso de las matri-
ces.
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CON CALCULADORA GRAFICA
Resolver el sistema
X + y+z=17
X +z=4
X —2y+z =2

1.° Escribimos el sistema en notacion
matricial:
AX =8B

2.° Editamos las matrices Ay B:

3.° Obtenemos la solucion del sistema
simplemente con escribir:

Las matrices inversas se utilizan para la resolucion de sistemas de
ecuaciones y de ecuaciones matriciales. Estas Ultimas se han visto en el
epigrafe 8 de la unidad anterior.

Sistemas de ecuaciones

El sistema de ecuaciones

X+ 3y + 3z = 2

X+ 4y +3z= 0

x + 3y + 4z = —1
puede expresarse matricialmente asi:

1.3 3 X 2

143 y| = 0

134 z =1

es decir, A X = B, siendo:
— A la matriz de los coeficientes.
— X la matriz de las incognitas.
— B la matriz de los términos independientes.

Si A es la matriz inversible, en la ecuacion matricial A X = B se
puede despejar X multiplicando por la izquierda en ambos miembros
por la matriz inversa A~", obteniendo:

A" A X = A" B que es equivalentea X = A™' B
ya que A" A es la matriz unidad.

La matriz nueva A~ es:

7 -3 -3
ATl = [ —1 1 0
-1 0 1
Por tanto,
X 7 =33 2
y| = (-1 1 0 0
z —i 0 1 =]

Multiplicando las matrices se obtiene:

X 17
y| =|-2
z -3

La solucion del sistema es:

x=17,y=-2,z= -3




)\ 8

Una ecuacion de la forma

Ax + By = C

tene por representacion geométrica una recta en un sistema de coor-
denadas cartesianas del plano.

Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
Ax + By = C
A'x + By = C
representa dos rectas. Resolverlo equivale a hallar los puntos del plano
comunes a las mismas.

Si (x,, y;) es una solucion del sistema, el punto P(x;, y;) pertenece
=ntonces a las dos rectas.

La discusion algebraica del sistema equivale geométricamente a es-
sudiar las posiciones relativas de las dos rectas en el plano.

Formemos las matrices de los coeficientes, M, y la ampliada, M*:
P v criel AiB C
m=(hy)  w=(Rec)

Aplicando el teorema de Rouché, resultan los siguientes casos. Se-
gun los valores que tome el rango de M y M*, se pueden presentar
'2s siguientes situaciones:

Rango de M Rango de M* Tipo de sistema
Caso 1 2 2 Compatible
Caso 2 1 2 Incompatible
Caso 3 | 1 Compatible

Caso 1. El sistema es compatible determinado.

Por tanto, las dos rectas se cortan en un Unico punto y se dice que
son secantes.

Caso 2. El sistema es incompatible.

Se tiene entonces que las rectas no tienen ningln punto comun.
£n este caso, reciben el nombre de paralelas en sentido estricto.

Caso 3. El sistema es compatible indeterminado.

Las dos ecuaciones son linealmente dependientes y, por tanto, se
reducen a una sola. La representacién gréfica del sistema son dos rectas
coincidentes, ya que todos los puntos son comunes.

PARA RECORDAR

X(x,y)

B(X,.Y,)

AlXqy4)

La ecuacion de la recta que pasa
por los puntos A(x;, ;) ¥ B(x,, ¥,) es

det (AB, AB) = 0
U
X =y = ¥i|_g
X2 =Y 7 W
U

Ax+By+C=0

Caso 1

i

Caso 2

Caso 3




Ejercicios
1  Resolver los siguientes sistemas de dos ecuauones
=20 dos incognitas por el método de Cramer:

B X + 3y =4 [+ 4y =80
e x — y=1 Jlsx — 6y = 4
X — 3y = 5 A 12x — 3y = 12
B — y = -5 8 + y—20
-[5x—8y=19 6o B8 = A
=12 - 2y = 10 y+ x= \
G + 5y = 16 8{0x+4y—3 L)j\
5 — 12y = -19 20x — 5y =29
ey =1
g {2 3
b - — =
{sx o >
2 Resolver los siguientes sistemas de tres ecuaciones
== tres incognitas por el método de Cramer: k‘\ o
X +y +z =3 x+ y+z=11
By +z=7 2. X2% — y+z=.3
By — 7 =1 3x+2y+tz=24
x+4y—8= -8 x+ y+ z= 2
34 +8y— z= 76 4 {2x+3y+52=11
By — 4z = 110 X — 5y + Bz =29
x+y+z=6 x+y=12
5 xt+z=4 6.y +z= 8 -
y+z=>5 X+ z 6
v+ z= 3 x4+ y— z=15
7 2y+32=15 8. 95x — y+52=16‘ﬁ(«7
3x y =12 x+4y+ z=20 "
X+2y—3z=—16 x+y—22= 9
843+ y—2z2=-1010. {x—y+4&= 4 u\D
x—3y+ z=—4 X —y+ 6z=-1
3 Aplicar el método de reduccion para resolver el
=ma

o Y= zi= 1
Sq9 x—y+z=1
x4y +z

1
4 Resolver el sistema de ecuaciones

Il

Il

. 3x—2y+4z= 8
2X+3y—3z= 4
x—3y—5=-6
4x + 4y + 6z = 18

&

5 JComprobar si el siguiente sistema es 0 no com-

N

patible:

3x+y— z=5
Xx—y+22=0
Yotk 2 =123

6 Resolver, utilizando el método de eliminacién de

Gauss, el sistema
123 X 1
012 1y 0
130 z 1
{3x —-2y+z=5

7 Dado el sistema
Xx—=3y+z=4

a) Anadir una ecuacion lineal de modo que el sistema re-
sultante sea incompatible.

b) Anadir una ecuacién de modo que el sistema resultante
sea compatible e indeterminado. Resolver el sistema asi
formado.

8 Resolver el siguiente sistema homogéneo, dejando
como parédmetros libres las incognitas de mayor subindice:

X+ Yo— Xt Xe— % =0 [T
%+ %— % =0

¥ + X%+ X — 2% =0 o
X X — 2%+ X =0

2 /
e/

\ 9 Discutir y resolver, segun los distintos valores del

paramefro a, los siguientes sistemas:
X+ y+az =1

X+ z =2
2Xx— y =a
2.4 ax+3y =4
x—y =2

ax+ y+tz =4 ?
z—ayt+z =1 AT
x+ y+z =a+2

3:

4+ 12y + 4z =0

{
|
L
{
|
i

4. 2x—13y+ 2z =0
a+2) x—12y+12z =0
x+2y+ z =2
5.4 k— Y+ 3z =1 3
5x— y+az =6 2. |
6. ax+ay+az =1 :
x+ay+ z =0 ¥
X+y— z=a"4 ‘"‘”'f‘ & (L
7.4 (a—6)y+3z =0 DR T SRR
@+1x+2y =3 - ¢=1° N



ax+3y+2z2 =0
ax— y+ z=0
8+ y+4z =0

8.

x—a—z =0
2ax+ 5y +z =0

9.7 (2—
Ix+y =0

(@a=ly =1-a
11.

Xx+y =1
ay+z =0
+(@+l)y+az =a+1

12.

X =y =a
+ 3’z =2a+1
x—y+ (@ —az=2a

18,

{:
i
10{a zxfiiiii‘é
{
Lo
L

X =y =a
14, x+az =2a+1
x—y+(a —az=2a

‘ 1 0 Discutir y resolver, segtin los distintos valores del
parametro k, los siguientes sistemas:
- r

x+y+ z=1 x+ y+ z= 2
’;<2x—y—z=2‘”‘2gx+2y—3z=8
Nk +y+32=4 Nx- y- 2= 1

[y =72 =3 |5X = ¥k 2 =<2

r2x—y—z—k \rx+2y+32=1
3y X y + z=24"'4<x+ky+3z=3
Bk = 2y = 2= AN y =7z

ey 22= 3 | y— z=2
rx—y+ z=2, \rkx+ky—z=2
rr,;"<‘2x+y—z=4' 6<3x—ky =0
"k +y+ 3z =6\_"]5+ ky =0

[ X -22=0 [ X + 2z =1

-

X +y=0
| x+tt=4
7.9y +z="1

y+t=2

Lz + t=k

1 1 Sea el sistema de ecuaciones

xcosa+ysena =1
xsena —ycosa=1

1. Resolverlo determinando x e y en funcién de a.
2. Calcular a para que x +y = 1.
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!\ 1 2 ,éado el sistema
yd

T {mx—y =
X—my

Hallar m para que:

ey

2 m—1

1. No tenga solucion.
2. Tenga infinitas soluciones.
3. Tenga solucién Unica.
4. Tenga una solucién en la que x = 3.
g
1 3 Discutir y resolver, segun los distintos valores de
Iosk‘par,ametros Ny W, los siguientes sistemas:

X +y+ z
2, y — 2

2X—y+ A= pn

X— y+ z= 2 3x — y+ 2z =
3.92x + 3y —2z=-8 4 {x+ 44y + 2z

4x+y+)\z—pL 2x — 5y + Az =

|

Ky —s
Il
|

- W

1{2x+ y
X+ opy =

—_

Lol
o =

(1 4 Hallar las posiciones relativas de los siguientes
pares de rectas:

a)2x+3y=5} b)2x+3y=5}
x +y =2 4 + 6y = 10

X+ 3y =5 :
C)4x+6y=2} X0
Problemas

‘15 /dierto supermercado hace el mismo pedido a
tres proveedores diferentes A, By C. Dicho pedido contiene
ciertas cantidades de arroz, lentejas y garbanzos (expresa-
das en t). Cada uno de los proveedores marca para los dis-
tintos productos los precios recogidos en la tabla siguiente
(expresados en miles de PTA/Y):

7 Arroz Lentejas Garbanzos
Proveedor A 1,5 3 4
Proveedor B 2 3 3,5
Proveedor C 2 3 4

El pedido que recibe del proveedor A le cuesta 1600 000 1A,
el que recibe del B le cuesta 50 000 pra més que el anterior,
y el que recibe del C le cuesta 50 000 pra més que este
dltimo.

a) Formular el problema y determinar la composicién del
pedido.
b) Este sistema, ¢de qué tipo es?




Al d
& A -0 s
16 Un individuo invirtié 6000 000 Pra repartidas en

tres-empresas y obtuvo 450 000 prA de beneficios. Calcular
la inversion realizada en cada empresa, sabiendo que en la
empresa A hizo el doble de inversion que en la B y C juntas
y que los beneficios de las empresas fueron del 5% en la
empresa A, 10% enla By 20%en la C.

\17 Los animales de un laboratorio deben mante-
nerse bajo una dieta estricta. Cada animal recibe 10 g de
proteinas y 3 g de grasas. Se dispone de dos tipos de ali-
mentos: el tipo A con el 5% de protefnas y 3 % de grasas
y el tipo B con el 10 % de proteinas y 1 % de grasa.

(Cuantos gramos de cada alimento pueden utilizarse para
obtener la dieta correcta de un Unico animal? A .95 4°
A5 6o q'
18 Juan y Pedro invierten 2 000 000 pTA cada uno.
Juan coloca una cantidad A al 4 % de interés, una cantidad
22l 5% y el resto al 6 %. Pedro invierte la misma canti-
dad Aal 5%, laBal 6%y el resto al 4 %. Determinar la
cantidad B, sabiendo que Juan obtiene unos intereses de
105000 PrA y Pedro de 95000 PTA.

19 ¥I duefio de un bar ha comprado refrescos, cer-
273 y vino por importe de 50 000 PTA (sin impuestos). El
wzlor del vino es 6 000 pra menos que el de los refrescos y
2= 13 cerveza conjuntamente. Teniendo en cuenta que por
15 refrescos deben pagar un IVA del 6 %, por la cerveza
22l 12 % y por el vino del 30 %, lo que hace que la factura
%3l con impuestos sea de 59 240 pra, calcular la cantidad
~wertida en cada tipo de bebida.

20 Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un vi-
2=0,uego por un total de 638400 prA. El original costaba
* 200 #1a, pero también ha vendido copias, presuntamente
sefactuosas, con descuentos del 30 % y 40 %. Sabiendo
2.2 2 numero de copias defectuosas vendidas fue la mitad
2= de originales, calcular a cuéntas copias se le aplico el
g@escuento del 30 %.

21 unn amigo dice a otro: «Yo tengo el doble de la
=220 que 10 tenfas cuando yo tenfa la edad que td tienes,
4 cuando 10 tengas la edad que yo tengo ahora, la suma
e ~uestras edades serd 36». (Qué edad tiene cada uno?

22 Don Sixto le dice a don Pedro: «Yo tengo el do-
S 2= 12 edad que usted tenfa cuando yo tenia la edad que
Lew=a tene. La suma del triple de la edad que usted tiene,
o 2 que yo tendré cuando usted tenga la edad que yo
%ma0 25 280 (Cudles son las edades de don Sixto y don
Padro?

23 L2 edad de un padre es doble de la suma de Ias:g;)

edades de sus dos hijos, mientras que hace unos anos
(exactamente la diferencia de las edades actuales de los hi-
jos) la edad del padre era el triple de la suma de las edades
en aquel tiempo de sus hijos. Cuando pasen tantos anos
como la suma de las edades actuales de los hijos, la suma
de edades de las tres personas serd 150 afios. {Qué edad
tenia el padre en el momento de nacer sus hijos? 2 | <

24 ¢ tio Evaristo tiene 10 litros de mezcla de agua
y vino. Al probarla observa que es demasiado ligera, por lo
que decide afadir una cierta cantidad de vino, y entonces
la cantidad de agua es el 30 % del total. Como sigue siendo
ligera, afiade de nuevo la misma cantidad de vino que an-
tes, y entonces la cantidad de agua es el 20 % del total.
¢Cuéntos litros de vino se anade en cada ocasion y cuantos
hay de agua? 6= b %0

25 se venden tres especies de cereales: trigo, ce-
bada y mijo.
El trigo se vende cada «cahiz» por 4 denarios.
La cebada se vende cada «cahiz» por 2 denarios.
El mijo se vende cada «cahiz» por 0,5 denarios.

Si se venden 100 «cahices» y se obtiene por la venta 100
denarios, ¢cudntos «cahices» de cada especie se venden7
Interpretar la(s) solucion(es). /. [y & L jeneto s

(

26 T amigos acuerdan jugar tres partidas de da-
dos de forma que cuando uno pierda una partida entregara
a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que
cada uno de ellos posea en ese momento. Cada uno perdié
una partida y al final cada uno tenfa 24 pra. {Cuanto dlnero
tenfa cada jugador al comenzar el juego? 7 11 o 1L

27 rorla mezcla de 8 kg de café con 2 kg de achi-
coria se han pagado 1324 pTa. Calcular el precio del kilo
de café y del kilo de achicoria, sabiendo que si mezclase
1 kg de cada clase costarfa la mezcla 182 pTA.

28 Un orfebre tiene dos lingotes: el primero contie-
ne 550 g de oro y 60 g de cobre. ¢Qué cantidad debera
tomar de cada uno de ellos para  formar otro lingote que
pese 640 g y cuya ley sea 0,8257

29 Hierdn, rey de Siracusa, habfa dado a un platero
7465 g de oro para hacer una corona que querfa ofrecer
a Jupiter. Para conocer si el orfebre habia reemplazado oro
por plata le pidi6 a Arquimedes que lo averiguara, sin dafar
la corona. Arquimedes meti¢ la corona en agua y perdio
467 g de su peso. Se sabe que el oro pierde en el agua 52
milésimas de su peso y que la plata pierde 95 milésimas.
Hallar los gramos de oro y plata de la corona real.
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30 cusntos litros de leche con 35 % de grasa ha
de mezclarse con leche de 4 % de grasa para obtener 20
litros de leche con 25 % de grasa?

31 se tienen tres lingotes compuestos del siguiente
modo:

— El primero de 20 g de oro, 30 g de plata y 40 g de
cobre.

— El segundo de 30 g de oro, 40 g de plata y 50 g de
cobre.

— I tercero de 40 g de oro, 50 g de plata y 90 g de
cobre.

Se pide qué peso habra de tomarse de cada uno de los
lingotes anteriores para formar un nuevo lingote de 34 g
de oro, 46 g de p]a\a y 67 g de cobre. (¢ yy, g4

Cuestiones <0 ;
J

32 &l determinante de un sistema de igual nlmero

de ecuaciones que de incognitas es 0. ¢Puede ser el sistema

compatible? ¢E incompatible? Razonar las respuestas con
un ejemplo.

33 En un sistema de ecuaciones lineales det(M) = 0,
¢puede tener solucién el sistema? ¢Se puede aplicar la regla
de Cramer? Razonar la respuesta.

34 ¢ rango de la matriz de los coeficientes de un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es 1. (Qué
rango puede tener como maximo la matriz ampliada? Ra-
zonar la respuesta.

35 un sistema de dos ecuaciones con dos incogni-
tas es homogéneo y el rango de la matriz de los coeficien-
tes es 2. Si se interpretan las ecuaciones como rectas, ¢tie-
nen algin punto en comdn? ¢Cudl es? Razonar las res-
puestas geométricamente.

36 i rango de la matriz de los coeficientes de un
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es 2, (puede
ser compatible el sistema? ¢Puede ser compatible y deter-
minado? ¢Puede ser incompatible? Razonar las respuestas,
a poder ser con ejemplos concretos.
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37 Un sistema de tres ecuaciones lineales con dos
incgnitas, ¢puede ser compatible y determinado? En caso
afirmativo, dar un ejemplo.

38 Definir el sistema de Cramer. Enunciar y demos-
trar la regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. ¢Qué razén desaconseja el sistema de Cramer para
sistemas de muchas ecuaciones?

39 Sea un sistema de tres ecuaciones y tres incog-
nitas. Discutir todas las posibilidades de compatibilidad e
incompatibilidad, asi como el nimero de soluciones de és-
tas, si existen.

A0 sca un sistema homogéneo AX = 0. De las si-
guientes afirmaciones, justificar razonadamente las que
sean ciertas, 0 poner algun contraejemplo de las que sean
falsas.

a) Un sistema homogéneo siempre es compatible deter-
minado.

b) Si X, y x, son soluciones de AX = 0, una combinacion
lineal de éstas también da solucion del sistema.

41 Enunciar, demostrar e interpretar el teorema de
Rouché-Frobenius.

42 ¢ siguiente sistema de ecuaciones lineales, S, es
compatible determinado y representa, por tanto, tres pla-
nos que se cortan en un punto:

X+2y+ z=0
Six+ y— z=4
X— y+22=0

a) Si se prescinde en S de una de las ecuaciones, ¢cémo
es el sistema que resulta?

b) ¢Qué ecuacion se debe quitar para que el nuevo sistema
tenga entre sus soluciones la (0, 0, 0)?

¢) Si se afade una nueva ecuacion a S, el sistema resultante
puede ser:

1. {Compatible y determinado?
2. (Compatible indeterminado?
3. ¢Incompatible?

Justificar la respuesta y poner un ejemplo de cada uno de
ellos, si es posible.
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