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LAS MATRICES COMO TRANSFORMACIONES LINEALES DEL PLA NO

1. Las matrices 2x2 como transformaciones linealekl plano
A lo largo de este tema estudiaremos una serie

de modificaciones del plano que llamaremos
transformaciones lineales, cuya caracteristica

comun es la de estar asociadas a las matrices S —
cuadradas de orden 2x2. EIl grafico muestra
como actuan cuatro transformaciones lineales
(giro, simetria axial, homotecia y proyeccion)

modificando progresivamente la primera sefial.
Las flechas indican exclusivamente Ila
secuencia de transformaciones. ﬂ

Sabemos que la multiplicacién de una matriz
cuadrada de orden 2x2 por una matriz columna
2x1 da como resultado otra matriz columna
2x1. Es decir, la ecuacion matricial: Me X=X
Los puntos del plano estaran representados poratazncolumnaX cuyos elementos son sus
coordenadas cartesianas.

La matriz cuadradil contendra las caracteristicas propias de la wamsicion lineal.

La matriz columna&' representara también a un punto del plano: eéfibamado deX mediante la
matriz M.

En forma de producto de matrices s{r%: bj [ﬁxj = (Xj
c d)ly) \y

, i X'= ax+ by
Separando en dos ecuaciones tendra el aspecto:
y'=cx+dy

Por ejemplo{1 _12] [Esj = (_lj
| 1 - - - I' E3
5> )2 4 P

El producto anterior puede entenderse graficameao una | P
transformacion del plano que convierte al punto, R§3en el punto
P'(-1, 4) como muestra el grafico adjunto. (Laliedel dibujo es ung
manera de presentar la transformacién pero no eleemderse comg
una traslacién o vector)

La transformacion producida sobre este punto séttaun ejemplo de las que podran efectuarse si
multiplicasemos esta matriz por todos los puntdpld@o. Si llamamosx(y) a estos puntos,

1 - 2 X X= 2y
tendriamos}, 1 EE ]z Y
2)\Y 2

Las férmulas que resultan son las propias de estaformacion. Si llamamog'(y") al nuevo
X'=X-2y
punto tendriamos que las férm aﬁ_ .+ y representan la transformacién del plano que ®ealiz

1 -2
la matriz| ;1

2
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Razonando al revés, dadas las férmulas podriamesnegar la matriz, es decir, desde
{x':3x+y

3 1
llegariamos a la conclusion de que son las quertesponden a la matriz
y'=2x-5y 2 -5

10
La matriz (O J se denomina identidad y no modifica la posiciétodeountos del plano.

Si nos preguntasemos qué punto es el que se maresfoediante una matriz en un punto dado,
tendriamos dos alternativas: resolver un sistem@odescuaciones con dos incognitas o calcular la
inversa de la matriz.

1 -2
Por ejemplo, y volviendo a la matrEi 1 ] vamos a encontrar el puntg {) que se transforma
2

en el punto (-7, 3)

—-7=X-2y
x=1
Si resuelves el sistem% 3= x+X se deduce facilmente qL{e _4 y que por lo tanto es el
2

punto (1, 4) el que se transforma en el punto3}.7,

Otra forma de llegar a este mismo resultado eavédrde la matriz inversa:
1 -2 1 -2\" 14
1 x:—7:>x: 1 —7:>x=55—7=1
S)ly) (3) 7y (2 5) U8) 7y |2 2|(3) \4

Si queremos encontrar la matriz asociada a unaftnanacion de la que conocemos sus efectos
geométricos, bastaria con estudiar como actia oesnpuntos (1, 0) y (0, 1), ya que sus
transformados seran respectivamente la 12 y 2mo@ls de la matriz. Véase:

5 S0
5 9)-(5)

En el epigraf&.5 esta desarrollado un ejemplo de aplicacién déctood

(G20 N \S)

2. Elementos dobles de una transformacion lineal
Se denominan elementos dobles de una transformagigellos puntos que se transforman en si
Mismos.

: . a b) . .
Es obvio que cualquier matr(z d) tiene de seguro como punto doble al origen, pasal@ no
c

ser el unico. En cualquier caso los hallariamoslvesndo:

P £ P o (e W
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Sila matrlz[ j es una matriz regular (tiene inversa) el Unica@uioble seria el origen,

pero si

a- b
¢ d _Jl =0 hay una infinidad de puntos dobles, que repredesfdorman una recta

. . . a
del plano que incluye al origen. La ecuacion da estta esy = —Tx

4 1
Ejemplo. Los puntos dobles de la ma(riGZ 3] son:

4 1) (X X 4x+y =X 3X+y=0
= = = ={3x+y=0=y=-3x
6 3)\y y 6X+3y =Yy 6x+2y =0
Los elementos dobles seran entonces los puntosrédas en la recta de ecuacion - X
3. La transformada de una recta

Vamos a demostrar que estas transformacionesated ptpresentadas por matrices transforman
puntos alineados en puntos alineados, es decasrectrectas.

o
X) (a b)(x) (a b X ) _(ax+b(mx+n)) ((a+bmx+bn
(y‘] - (c d] [Ey] - (c dJ [ﬁmx+ n] - (cx+ d(mx+ n)J - ((c+ dm)x + dn}

Si lo escribimos como sistema de ecuaciones yslolvemos:

a b . .
Seay = mx + n una recta dada y sEa d] una matriz cualquiera. Tendremos:

x'=bn
{X'=(a+bm)X+bn afbm‘xj xX-bn _ y-dn _ (x-brc+dm) . _ Yo
y'= (c+dm)x+dn y'=dn _y atbm c+dm a+bm
c+dm
— (c+dm) o bn(c +dm)
a+bmr a+bmr

(c+dm) e bn(c + dm)

Vemos que los puntog'(y') estan situados sobre la regta
a+bmr a+bmr

, que sera la

transformada de la recta iniciaE mx+n

2
Ejemplo. Sea la matriE 5 4] y la rectay = 3x + 7 repitiendo los calculos anteriores:

B S e S B Gt

X+7 _ X
X'=-Xx-7 1 ' —
{ L = '_—%8 = X+7 = y=28 = IX*H49=-y+28= y'= -7x-21
y'=7x+28 y = x -1 7

Luego la recty’ = -7X' - 21 sera la transformada de la recta inigrl3x + 7
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4. Interpretacion grafica del determinante de la mé&iz asociada a una transformacion lineal
Sabemos que una matriz transforma puntos alineadgsuntos alineados, por lo que dado un
cuadrado, los transformados de sus vértices formardaralelogramo.

(a
Dada la matrlz(
C

inicial el determinado por los vértices O(0, 0) AL
Q(1, 1) R( 0, 1), sus respectivos transformadodnsg
0'(0, 0) P'(a, ) Q'(a + b, c + d) R'(b, d)

b
dJ’ elegimos como cuadrad

RO, 1)

Sabemos que siy vV son vectores situados sobre d

lados no paralelos de un paralelogramo, su are
puede calcular con el valor absoluto del produl..

escalarii [w siendo ‘wun vector ortogonal a eon su mismo modulo. Es deciirea= |U m]
El area del nuevo paralelogramo sera entonces:

0= (ac) }j Area=|ti W =|(a,c) [{d,~b)| =|ad - bd

V= (bd) = W= (d,~b)

El resultado coincide con el valor absoluto deedeinante de la matriz, por lo que interpretaremos
entonces que, dado que el area del cuadrado imisidl, el determinante de la matriz asociada
cuantifica la transformaciode las areas. El posible signo menos que resultdetierminante lo
asociariamos a un cambio de orientacion del plaspecto de la orientacion primitiva (arriba-abajo
o0 izquierda-derecha pero no ambas).

Ejemplos

(2 1 . . - . ,
La matrlz( c 4} cuyo determinante vale 3, transformaria las sigiesftriplicando su area.

(1 3 : . - . ;
La matrlz(2 7] cuyo determinante vale 1, transformaria las sigiesfmanteniendo su area.

(1 3 : . - : ;
La matriz [2 4} cuyo determinante vale -2, transformaria las digees duplicando su area pero

cambiando su orientacion.

5. Ejemplos de transformaciones lineales
Veamos ahora ejemplos sencillos de transformaciomeses.

5.1 Simetria axial respecto del eje ®

1oy T e
La matriz 0 realiza la transformacion que v
- y=-y
graficamente se entiende como una simetria en @irej@ de
abscisas ®. o :
Por ejemplo, al punto P(1, 3) se transformarial @uito P'(1, -3) =04

como se muestra en el dibujo.
Obviamente los puntos dobles de esta transformacidnos situados sobre el eje de abscisas.

El determinante de esta matriz es -1, coherentereemt el hecho de que una simetria no modifica
las proporciones de las figuras, pero si modificarientacion primitiva arriba-abajo
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5.2 Simetria axial respecto del eje ©

Oj . "{.XI: -X

realiza la transformacion que

1 y=y
graficamente se entiende como una simetria en tiraje de
ordenadas @

Por ejemplo, al punto P(1, 3) se transformarial @ueto P'(-1, 3)

como se muestra en el dibujo.

. ( 1
La matriz
0

Obviamente los puntos dobles de esta transformacioros situados sobre el eje de ordenadas.

El determinante de esta matriz es -1, coherenterroemt el hecho de que una simetria no modifica
las proporciones de las figuras, pero si modificarientacion primitiva derecha-izquierda

5.3 Simetria central respecto del origen o
_ 5]

. X'= =X
La matriz
g

j realiza la transformacié{w . que
y=-y
graficamente se entiende como una simetria resgettwrigen
Por ejemplo, al punto P(1, 3) se transformarial @umto P'(-1, -3) | = - o
como se muestra en el dibujo.

Obviamente el Unico punto doble de esta transfadmaes el propio origen.

El determinante de esta matriz es 1, coherentencentel hecho de que una simetria no modifica
las proporciones de las figuras, el signo es posjiuesto que produce dos modificaciones de la
orientacion primitiva: arriba-abajo y derecha-izyda

5.4 Giro en torno del origen

Pretendemos estudiar el transformado de un puntg fespués| — — —  Tpi=_
de girarlo un angule en torno al origen. R
El estudio se puede hacer mediante la geometriktieenadel
plano, pero es mucho mas sencillo y bonito empgtsanimeros
complejos en forma polar.

Asociariamos a cada punto de coordenasag) (con el numero
complejox + iy

Sabemos que al multiplicar dos nimeros complejofoana polar, resultan multiplicados sus
modulos y sumados sus argumentos. Si multiplicashgsinto dado por el nUmero compldjp

resultara un namero complejo situado respecto dgem a la misma distancia que+ iy y
formando un angulo suma con el dex + iy. Es decir, que resulta el punto que buscabamos, el
transformado de un punt, {/) después de girarlo un angul@n torno al origen.

Tendremos entonces:

1 [{x+iy) =1[{cosa +isena) [{x +iy) = xcosa +iycosa +ixsena +i’ysena =
= (xcosa — ysemna) +i(xsena + ycosa)
Luego el punto que resulta de girary) es (xcosa — ysena, xseng + ycosa)
cosa -sena
semy  cosa
Obviamente el Unico punto doble de esta transfaidnaas el propio origen.

Por lo tanto la matri% j representa este giro.

Por la propiedad fundamental de la trigonomettideterminante de esta matriz es 1, resultado
coherente con el hecho de que un simple giro naficadhs proporciones de las figuras.
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Es interesante comprobar como el producto de dbtscesmgiro con angulasy p (que equivale a
un giro de angula + ) reproduce las conocidas formulas trigopnométritdoseno y seno de la
suma de dos angulos:

[cosa - semj [Ecos,[z’ - senﬁj ~ (cosa cosB -serasenf - (senxcosf + cosasen,[z’)J

sena cosa senf cospf B senacosf +cosasenf  cosa cosf —senasens

sen@ + ) cos@+f)

Este resultado coincide con la matriz giro de amgu f: (

cos@ + B) —senfr+ ﬂ)j

5.5 Simetria axial respecto de una recta que pasarmel origen
Supongamos que queremos estudiar la simetria em &onna recta que pasa por el origen. Su
ecuacion serig = (tga)x siendoa el angulo que forma la recta con la parte posideleeje X

Veamos primero el punto transformado de (1, 0):
Sabemos que el angu®M esa
Por simetria, el angul®'OM también es

Luego el éngulcPéP' es , R
Por lo tanto para hallar el punto P' basta corr gina
angulo 2 al punto P(1, 0)

cos2a -sen2a) (1) (cos2a
(senZa cos2a jtﬁoj B (senZaj
Veamos ahora el transformado de (0, 1): """:_',‘,..*P.
Sabemos que el éngumSM es 90 «
Por simetria, el éngulﬁ"éM también es 90 @ ,
Luego el éngultPGP' es 180 - 2 y
Por lo tanto para hallar el punto P' basta corr gina

angulo 180 - & al punto P(0, 1) en sentido antihorario qu
equivale a @ - 180 en sentido horario.

cos@Ra -180) -sen@a -180) (0) (-sen@a -180) (senl80-2a)) ( sen2a
(senea -180 cos@a -180 J[EJ _( cos@a —180) J - (cos@.SO— Za] - (— cosZa]

La matriz asociada a la simetria en torno a una e pasa por el origen que forma un angulo
cos2a  sen2a ]

sen2a —cos2a
Obviamente los puntos dobles de esta transformacidnos situados sobre el eje de simetria.

con la parte positiva del ejeXs entonce{

El determinante de esta matriz es -1, coherenterroamt el hecho de que una simetria no modifica
las proporciones de las figuras, pero si modificarientacion primitiva

Un ejemplo frecuente es el que resulta de escayao eje de simetria la bisectriz del primero y
tercer cuadrantes. Es degirs x

X=y

01
El anguloo = 45° luego la matriz resuItE:1 Oj y sus férmulas{ .
y=X
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5.6 Elongaciones (estiramientos y contracciones)

h 0
Siendok un nuamero real positivo, la matr(z0 1]

) [ X'=hx ..
realiza la transformamor{ . gue graficamente se
y=y

entiende como una elongacion del &%, manteniendo
las proporciones del ej®Y. El grafico muestra esta
transformacion.

. (3 0 o : . : :
Por ejemplo, la matri o 1 estiraria al plano horizontalmente al triple maigedo las medidas

verticales.

0 . Ll X=x

realiza la transformacion que
\Y y=vy

graficamente se entiende como una elongacion d€¥jmanteniendo las proporciones del@pe

. . . 1
Siendok un numero real positivo, la matrE%

: . - h 0 . | X'=hx
Siendo h yk nameros reales positivos, la matES j realiza la transformamor{ . que
v y=Vvy
gréficamente se entiende como dos elongacioneptdstde los eje©X y OY con razones
respectivaf y v.

k 0
Siendo k un nuamero real positivo, la matri%O k]

|_kx o O

realiza la transformaciér{ =k gue graficamente se
=Ky

entiende como una homotecia de radnEl grafico
muestra un ejemplo de homotecia.

. 2 0 ; .
Por ejemplo, transformar el plano SegEJS 2) seria observar lo que vulgarmente se entiende

. 0 ] .
como un zoom del 200% mientras o(ucce) 0'5] seria una compresion del 50%

5.7 Proyeccion sobre el eje ®

P
(10 . X=X ¢
La matriz realiza la transformacio que
00 y'=0 v
graficamente se entiende como una proyeccion sblgje de =%
abscisas ®.
Por ejemplo, al punto P(1, 3) se transformarial @um=to P'(1, 0)

como se muestra en el dibujo.

Obviamente los puntos dobles de esta transformacidnos situados sobre el eje de abscisas.

E interesante observar que esta transformaciérupeoagna reduccién en la dimension del plano, es
decir, que una figura plana bidimensional se t@nsdria en un segmento sobre el ej¢ Bsto es
coherente con el hecho de que el determinantematidz sea nulo.

Péagina 7



IES Real Instituto de Jovellanos

5.8 Proyeccion sobre el eje ©

) (0 0] ) .,{IX'ZO peeOp

La matriz realiza la transformacio que S o
01 y'=y

graficamente se entiende como una proyeccion sblgje de
ordenadas @
Por ejemplo, al punto P(1, 3) se transformarial @um=to P'(0, 3)
como se muestra en el dibujo.
Obviamente los puntos dobles de esta transformacidnos situados sobre el eje de ordenadas.
E interesante observar que esta transformaciérupeoaghna reduccién en la dimension del plano, es
decir, que una figura plana bidimensional se t@nsdria en un segmento sobre el €} Bsto es
coherente con el hecho de que el determinantematidz sea nulo.

6. Composicion de transformaciones

Si queremos estudiar la transformacion que residspués de aplicar, una tras de otra, dos
transformaciones dadas, bastaria con multiplicamsatrices, teniendo la precaucién de poner a la
matriz A, asociada a la 12 transformaciéon junto al pumioy) lo que significara ponerla en el
producto a la derecha, colocando la izquierda laima, asociada a la 22 transformacion. Es decir,
el producto A« A;

Ejemplo:
Si queremos estudiar la transformacion que resig@tafectuar sobre el puntg §) el movimiento

35 41
A =(7 2) y al punto resultante transformarle medianﬂsg:(8 6] la operacién seria la

- 4 1) (3 5)(x 4 1) (3x+5y 19x + 22y 19 22) (x
siguiente: = = =

8 6)\7 2)\y 8 6) | 7x+2y 66X + 52y 66 52) \y
19 22}

e (4 1) (3 5
El resultado coincide con el producto de matri¢es: =
8 6 66 52

7 2

Si componemos una transformacién con la que reglizaovimiento contrario, el plano no se veria
modificado. Esto esta relacionado con el hechougeetjproducto de una matriz con su inversa
resulta la matriz identidad.
Un ejemplo de esto aparece en el epigtafeor los calculos efectuados entonces sabemosl que

1
movimiento que realiza en el plano la ma riz52

5

es el contrario del que realiza la matriz

GIRNTGEES

1 -2

{1 1 ] por lo que si compusiésemos ambas matrices (ylehao importaria aqui) los puntos
2

del plano no se verian modificados.

1

Es razonable entonces que su producto resultett&zntentidad S

GIRNIGEES

2
5
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La composicién de transformaciones lineales sézatipara estudiar movimientos complicados
descomponiéndolos producto de otros mas sendilmsejemplo, la simetria axial respecto de una
recta que pasa por el origen que hemos estudiaidbsr podria haber hecho asi:

Empezariamos con un giroa-para que la recta se sitie sobre el ef¢ €éntinuando con una
simetria axial respecto del ejeXQy terminando con un gira para que la recta se sitle en su
posicion original. Es importante recordar que aleor de los factores es justo el contrario del
relatado.

Tendriamos entonces:

cosa -sena) (1 O cos(-a) —sen(a)) (cosa sena cosa sena)
senad  cosa 0 - senta) costa) seny —-cosa ) (—sena cosa
_(cosa-serfa 2senacosa |_(cos2a sen2a

sen2a - cos2a

2senacosa  serfa —cos a
Llegandose al mismo resultado &eb.

Otro estudio similar, para una transformacion guereo hemos estudiado es:

6.1 Proyeccion sobre una recta que pasa por el oeig
Supongamos que queremos estudiar la proyecpice
sobre una recta que pasa por el origen. Su ecud
seriay = (tg a)x siendoa el angulo que forma la rect
con la parte positiva del ejeXO

Bastaria con efectuar primero un gir@para que la
recta se sitle sobre el ejXQealizar entonces una
proyeccion sobre el ejeXQterminando con un gir@
para que la recta se sitle en su posicion original.
Es importante recordar que el orden de los factseq
justo el contrario del relatado.

Tendriamos entonces:
coxr —sem) (1 0) (costa) -seff-a)| (cosyr 0\ cosr sem) ( coSa semrcosy
semr coxr ) \O O) (sel—a) costa) sem 0) (-semr coxr) |semrcosr seRa

Resultado al que llegariamos con mas esfuerzaariiio la geometria analitica.
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