10) Variable aleatoria

10.1. Variable aleatoria

La introduccion del concepto de variable aleatoria obedece al hecho de que muchos de los
resultados de experimentos aleatorios no son numeros, y por tanto, es conveniente asociar a cada
elemento del espacio muestral un valor numérico con el que poder trabajar.

Una variable aleatoria, X, es una funcion que asocia a cada elemento del espacio muestral
un nimero real.

1. En el lanzamiento de tres monedas, el espacio muestral es:

E ={CCC, CCX, CXC, CXX, XCC, XCX, XXC, XXX}

La funcion que asigna a cada elemento de E el niimero de caras obtenido es una
variable aleatoria:

ccC —3

cCcx

Ccxc k}

CXX 2 La variable aleatoria X toma los valores:
xcx 7 :

XXC

XXX —— 0

2. En el lanzamiento de dos dados, el espacio muestral es:
E = {(1,1),(1,2)...(6,6))

Para este experimento podemos considerar la variable aleatoria “suma de los puntos
obtenidos”. Esta variable aleatoria toma los valores:

X=1{2,3,4...12)
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variable toma los valores:

nacido su talla.

es una variable aleatoria.

X=1{0,1,2}

Una vez realizado un experimento aleatorio, se pueden definir multiples variables
aleatorias para el mismo. Por ejemplo, para el lanzamiento de dos dados podria-
mos considerar la variable aleatoria “niimero de unos obtenidos“; en este caso, la

3. En una clinica de maternidad, la funcién que asigna a cada recién nacido su peso,
es una variable aleatoria. También lo seria la funcion que asocia a cada recién

4. En una plantacion de judias verdes, la funcion que asigna a cada judia su longitud,

Observando los ejemplos anteriores se puede llegar a la conclusion de que las variables alea-

torias pueden ser:

< discretas: solo pueden tomar valores enteros. Es el caso de los dos primeros ejemplos.

< continuas: pueden tomar, al menos tedricamente, todos los posibles valores de un cierto

intervalo de la recta real. Es el caso de los dos tiltimos ejemplos.

10.2. Distribucion de probabilidad discreta

Consideremos el experimento consistente en lanzar reiteradamente dos dados y anotar la suma
de los puntos obtenidos en cada lanzamiento. Sea X la variable aleatoria discreta “suma de las

puntuaciones”.

Supongamos que tras 100 lanzamientos, los resultados obtenidos son los que se resumen en
la siguiente distribucion de frecuencias, y el correspondiente diagrama de barras de frecuencias

relativas:

X fi h;
2 3 0,03 hi
3 2 0,02
4 12 0,12
5 1 0,11
6 14 0,14
7 22 0,22
8 1 0,11
9 6 0,06
10 7 0,07
1 9 0,09
12 3 0,03

N=100 Yh =1

0.25 |

0.20

015 f
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DO f—
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6
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8 9 10 11 12 X

Vamos a representar ahora, en forma de tabla y de diagrama de barras, los resultados espera-

dos a la vista del cédlculo de probabilidades:
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X Di .

2 1/36=0,028 Pio0.25 |

3 2/36=0,056

4  3/36=0,083 0.20 |

5 4/36=0,111

6 5/36=0,139 015 }

7 6/36 = 0,167

8 5/36=0,139 0.10 |

9 4/36=0,111

10 3/36 = 0,083 0.05 |

11 2/36=0,056

12 1/36 = 0,028 | |
Ypi=1 2345678 9101 12 X

El primer diagrama es experimental, corresponde a una distribucion de frecuencias; el segundo
diagrama es tedrico, corresponde a una distribucion de probabilidad.

Si fuésemos aumentando el nimero de lanzamientos de los dos dados 1000, 10 000... veces,
observartamos que las frecuencias relativas se aproximan cada vez mds a las probabilidades ted-
ricas. Es decir, conforme aumenta el niimero de pruebas del experimento aleatorio la distribucion
de frecuencias tiende a convertirse en distribucion de probabilidad.

La distribucion de probabilidad es, por tanto, una idealizacion de la distribucion de frecuencias,
y su utilidad proviene de que puede usarse para predecir, aproximadamente, los resultados de un
experimento real.

En la distribucion de probabilidad del ejemplo anterior vemos que a cada valor de la variable
aleatoria le hacemos corresponder su probabilidad:

Funcion de probabilidad de una variable aleatoria X es la funcion que asocia a cada valor x;
de la variable su probabilidad p;:

x; — p; = p(X = x;)
Se suele utilizar la siguiente notacion para p;:
pX =x) (se lee: probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor x;)

Por ejemplo, para el lanzamiento de los dos dados,

1 6 2
X=2=— : pX=7)=— ; pX=1)=— etc.
P( ) 36 P( ) 36 P ) 35 °«

En una funcién de probabilidad, debe cumplirse siempre que:
e 0L pi < 1, Vp,

e Y pi=1

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta nos proporciona todos los posibles
valores de la variable, y la probabilidad de que ocurra dicho valor. Puede venir dada en forma de
tabla, de grdfico de barras, o mediante una expresion algebraica.
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1. Hallar la funcion de probabilidad en forma tabular y grdfica de la variable aleatoria
“niimero de cruces obtenidas al lanzar tres monedas”.

Segtin el calculo de probabilidades:

1 3 3 1
X=0)= -, X=1)=-, X=2)=—, X=3)=-
P( )=g PE=D=2, K )=g K )=3
Xi  Pi Observemos que:
G X=0 X=1 X=2 X=3)=1
En forma tabular: 1 3/8 PR = O = 1) gl = 25 U0 = ) =
2 3/8 y que 0 < p; <1, para todas las probabilidades de la
3 1/8 tabla.
En forma gréfica:
Di 3/8
2/8 ‘
L I
0 1 2 3 X

2. Una variable aleatoria X tiene la distribucion de probabilidad dada por la siguiente
tabla. Halla el valor de c.

Xi 0 1 2 3 4
pX=x) 15 16 3/10 15 ¢

1 1 3 1 4 2
Como: X=x)=1 =2 =-+-+—+=-+c=1 = B=8=
omo: 2, p(X = x) 56 10 5 ¢ ‘T35
L x+1 .
3. Demuestra que la funcion P(x) = Y para x = 1,2,3,4, es una funcion de
probabilidad. Escribela en forma tabular.
P(1) = I ] _ 2 Todas las P(i) cumplen: 0 < P(i) <1
T~ 31 T m pren- B = 1=
2 5 10 17
2°+1_ 5 Ademds: Y P(i) = — + >+ — + — =1
P(2) = =— :
@) =—1=3; 34 4 34 34
s 3241 10 Luego P(x) es una funcién de probabilidad. En forma
3) = 31 - 34 de tabla:
P(4)_42+1_17 X1 2 3 4
=31 m pi 2/34 5/34 10/34 17/34

Mediante la funcion de probabilidad podemos conocer la probabilidad de que la variable X
tome un valor concreto x;. Pero también interesa conocer la probabilidad de que la variable tome
valores menores o iguales que el de x;, es decir, interesa conocer p(X < x;).

Si ordenamos los valores xi, X, ...x, de menor a mayor podemos hallar el valor p(X < x;) del
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siguiente modo:
PAX <x) =pX =x1)+pX=x2)+ -+ pX=x;)

Se Wlama funcion de distribucion de una variable aleatoria X a la funcion que asocia a cada
valor x; de la variable su probabilidad acumulada:

xi — p(X < x;)

Ejemplo 3

Sea X la variable aleatoria “n° obtenido al lanzar un dado”. La funcion de probabilidad
y la de distribucién seran:

X pX=x) pX<x)
1 1/6 1/6
2 1/6 2/6
3 1/6 3/6
4 1/6 4/6
5 1/6 5/6
6 1/6 6/6

3 5
Ast: p(XSS):g, p(XSS):E, etc.

10.3. Parametros de una variable aleatoria discreta
De modo andlogo a como se procede en las distribuciones de frecuencias en las que la in-

formacion se resume mediante el calculo de una serie de parametros, en las distribuciones de
probabilidad también interesa conocerlos.

10.3.1. Media

Recordemos que en las distribuciones de frecuencias la media se calcula:
_ X o
X = ZTlfl = Z xihi
Por analogia, se calcula la media de una distribucion de probabilidad del siguiente modo:
EX)=p=) xpi
A esta media se la llama también esperanza matemadtica, y se la representa por E(X). Este nombre
proviene de los juegos de azar (origen del cdlculo de probabilidades), ya que la media representa

la ganancia esperada por un jugador, en promedio, cuando efectiia un gran niimero de apuestas,
y es el pardmetro utilizado para medir si un juego es equitativo o no.

10.3.2. Varianza y desviacion tipica

En una distribucion de frecuencias la varianza se calcula del siguiente modo:

.__2. . x.zi
5 = M = Z(x,——x)zh,- o también  §° = ¥ -x= Zx?h,- -x*
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Para una distribucion de probabilidad, la féormula de la varianza sera:
Var(X) = 0% = Z(x,- —uw)?’pi obien Var(X)=o’= Zx?p,- —1? = EX?) - [ED))?

La raiz cuadrada positiva de la varianza es la desviacion tipica, que se representa por o o S D(X).

El tutor de una clase de 1° de Bachillerato ha llegado a la conclusién de que el niimero de
entrevistas anuales con los padres de cada alumno sigue la distribucion de probabilidad
dada en la tabla:

n° entrevistas 1 2 3 4
probabilidad 1/2 1/3 1710 1/15

a) Calcula la media y la desviacion tipica de la variable aleatoria “n° de entrevistas
por alumno”.

b) Si tiene un total de 30 alumnos, halla el n® de entrevistas que espera realizar en
total durante todo el curso.

26
a) x; p; XiDi x2p;i U= xXipi = 5= 1,73
1 12 1/2 1/2 9
2 1/3 2/3 4/3 19 (26
B : P =gn-t=2 (2] =
3 110 3/10 9/10 5 15
4 115 4/15 16/15
179 179
=26/15 =19/5 =—: = ,/— =0,89
2=26/15 2,=19/ 25 7~ V225
b) Si en promedio hace 1,73 entrevistas por alumno cada curso, para un total de 30
alumnos:

30-1,73 = 51,9 =~ 52 entrevistas.

En un juego de azar, el jugador acciona una ruleta dividida en cuatro partes iguales
numeradas del 1 al 4, y gana la cantidad de dinero que se muestra en la tabla:

n 1 2 3 4
€ 1 2 5 8

Halla:
a) La ganancia esperada en promedio por un jugador.

b) Suponiendo que cada jugada cueste 5€ , jrecomendarias a alguien jugar?
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a) Sea X la variable aleatoria “ganancia obtenida en un un juego”. Como todos los
niimeros son igualmente probables, la distribucion de probabilidad serd:

Xi  Di XiPi
1 14 1/4
2 14 2/4 EX)=p=Yxipi=4
5 1/4 5/4 La ganancia en promedio es de 4 €.
8 1/4 8/4
> =16/4=14

b) No recomendaria jugar porque el juego cuesta 5 €, mientras que la ganancia
esperada es de 4 €. Para que un juego sea equitativo la apuesta debe ser igual a la
esperanza o media del juego (no hay ventaja ni para la banca ni para el jugador).

10.4. La distribucion binomial

10.4.1. Introduccion

La distribucion binomial es un caso particular de distribucion de probabilidad de variable
aleatoria discreta. Fue enunciada por Jakob Bernouilli hacia el afio 1700, y por sus aplicaciones,
es posiblemente la mas importante de las distribuciones discretas de probabilidad.

Esta distribucion corresponde a la realizacion de un experimento aleatorio que cumpla las
siguientes condiciones:

< al realizar el experimento solo se consideran dos posibles resultados: el suceso 4, llamado
éxito, o su contrario 4, llamado fracaso.

< al repetir el experimento, el resultado obtenido es independiente de los resultados obtenidos
anteriormente.

< la probabilidad del suceso 4 es constante, es decir, no varia de una  prueba del experimento
a otra. Si llamamos p a la probabilidad de 4, p(4) = p, entonces p(4) =1-p =gq.

< en cada experimento se realizan n pruebas idénticas.

La variable aleatoria que expresa el niimero de éxitos obtenidos en la realizacion de n pruebas
del experimento se llama variable aleatoria binomial. Esta variable se representa:

X — B(n, p) , donde:
e n = numero de pruebas del experimento.

e p = probabilidad de éxito.

La variable binomial puede tomar los valores O, 1, 2,...n, por tanto, es una variable discreta; n y
p se llaman parametros de la distribucion.
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Son distribuciones binomiales las siguientes:

1. Lanzamos diez veces una moneda y contamos el niimero de caras. Llamamos:
cara = éxito = p =0,5
cruz = fracaso = ¢ = 0,5

Como se hacen 10 lanzamientos: n = 10. El niimero de caras en diez lanzamientos
sigue una binomial B(10; 0, 5).

2. De una bolsa con 3 bolas blancas y 7 negras se extraen 6 bolas, sucesivamente y
con devolucion, y se anota el niimero de bolas blancas. Llamamos:
blanca = éxito = p =0,3
negra = fracaso = ¢ = 0,7
El niimero de bolas blancas obtenidas en las seis extracciones sigue una binomial
B(6;0, 3).

Observemos que no se tratarfa de una distribucion binomial si las extracciones
fuesen sin devolucidn, ya que la probabilidad de extraer bola blanca (éxito) no
permaneceria constante de una extraccién a la siguiente.

3. Un profesor ha observado a lo largo de los afos que aprueba al 65% de sus
estudiantes. Tomamos una muestra formada por 20 estudiantes y contamos el
niumero de aprobados. LLlamamos:

aprobado = éxito = p = 0,65

suspenso = fracaso = g = 0,35

El niimero de aprobados en la muestra sigue una binomial B(20; 0, 65).

10.4.2. Funcion de probabilidad de la variable binomial

La variable aleatoria binomial, como toda variable aleatoria discreta, tiene asociada una fun-
cion de probabilidad.

La funcion de probabilidad de la variable binomial nos da la probabilidad de obtener r éxitos
en n pruebas del experimento aleatorio:

pX=r)

Sea la binomial correspondiente al niimero de caras obtenidas al lanzar 10 veces una
moneda, B(10;0, 5); la variable X (niimero de caras) podrd tomar los valores:

X ={0,1,2,...10}.

La funcion de probabilidad nos da las probabilidades p(X = 0), p(X =1), ... p(X = 10).
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Para obtener la funcion de probabilidad de una variable aleatoria binomial B(n, p), se deberd
calcular p(X =r), donde r =0,1,2,...n.

Supongamos que al realizar n pruebas del experimento aleatorio obtenemos r veces el suceso
A (r éxitos) y n —r veces el suceso 4 (n — r fracasos). Como obtener éxito en una cualquiera de
las pruebas es independiente de los éxitos obtenidos en las pruebas anteriores, los sucesos son
independientes, y la probabilidad de su interseccion es el producto de sus probabilidades:

PANAN--nANAnAN---0d)=p(A)- p(d)---p(4)- p(d) - p()-- - p(4) =

Fr oveces n—r veces

r veces n—r veces

:p.p.p...p.q.q.q...q:prqn_r

r veces n—r veces

Pero la ordenacion anterior no es la tinica posible para obtener r éxitos y n — r fracasos. Hay
tantas ordenaciones posibles como permutaciones con repeticion de n elementos entre los que hay
r repetidos y n —r repetidos:

n! n
PRr,n—r — —
" rl(n—r)! (r)

Luego:

pX=r)= (n)p’q”" Funcién de probabilidad de la distribucion binomial
r

Un examen de tipo test consta de 10 preguntas con cuatro respuestas cada una, siendo
solo una de ellas correcta. Un alumno contesta todas las preguntas al azar. Calcula la
probabilidad de:

a) Acertar exactamente cuatro preguntas.
b) No acertar ninguna.

c) Acertar todas.

d) Acertar al menos ocho.

e) Acertar a lo sumo tres.

Consideremos:
e éxito: contestar bien una pregunta = p = 0,25
¢ fracaso: contestar mal una pregunta = g = 0,75

El nimero de preguntas bien contestadas del total de 10 es una variable aleatoria que
sigue una distribucion binomial B(10; 0, 25).
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10
a) p(X=4)= (4)-0,254-0,756 = 0,1460 = 14, 60 %

10

b) p(X:O):(O

) -0,25°.0,75'% = 0,0563 = 5,63 %

10

o p(X =10) = (10) -0,251.0,75° =9,53-1077 ~ 0

) p(X28) = p(X = 8) + p(X = 9) + p(X = 1o>=(1§).o,258.o,752+
+ (190) -0,25% 0,75 + (ig) -0,25' = 0,0005 = 0,05 %
e) pX<3)=pX=0)+pX=D+pX=2)+pX=3) =
= (1(())) -0,750 + (110) -0,25-0,75% + (120) -0,25%2-0,75% + (lro())) -0,25%-0,75" =

=0,7759 = 77,59 %

10.4.3. Media y varianza de una distribucion binomial

El cdlculo de la media, varianza y desviacion tipica de una distribucion binomial es inmediato

una vez conocidos los parametros n'y p.

< Supongamos el caso n = 1

Xi  Pi Xipi x?p,- u=p
0 ¢ 0 0 o?=p-p*=p(l-p)=pq
1 p p p
2=p X=p
< Cason = 2:
X pi Xipi X'pi 1 =2pq+2p®=2p(q+p)=2p
2
o ¢ 0 0 o? = 4p* + 2pq - 4p* = 2pq
1 2pg 2pq 2pq
2 p*  2p® 4Ap?

Etc.
Procediendo por induccion se llega a:

w=np ; o’=npqg ; o=~npq

En una urna hay cuatro bolas blancas y tres negras. Se extraen tres bolas sucesivamente
retorndndolas después de cada extraccion. Sea la variable aleatoria X = “niimero de
bolas blancas extraidas”. Halla la media y la desviacion tipica.

4 4
Se trata de una B(3;7) ,u=np=3'? =171
4 3 36 36 6
ol=npg=3---=="— o= 4/—==-=0,87
7 7 49 49 7
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10.4.4. Probabilidades binomiales y calculadora grafica
Las siguientes instrucciones son vdlidas para la calculadora CASIO fx-9750G PLUS y similares.
< Menu STAT.
< FS (DIST) = FS5 (BINM) = hay dos posibilidades:

+* Bpd (binomial probability distribution): se usa para calcular probabilidades puntuales,
del tipo p(X = r). Introducir los datos del siguiente modo:

Data: Variable

x: n® de éxitos ()

Numtrial: n°® pruebas del experimento (1)
p: probabilidad de éxito (p)

= F1 (CALO)

* Bed (binomial cumulative distribution): se usa para calcular probabilidades acumuladas,
del tipo p(X <r). Los datos se introducen como en el caso anterior.

Para calcular, por ejemplo, p(X > 8), hemos de tener en cuenta que:
pX28)=1-pX<8=1-pX<7)

Por tanto, hallamos p(X < 7) con la calculadora, y el resultado lo restamos de 1.

10.5. Distribucidn de probabilidad continua

Dada una variable aleatoria continua, carece de sentido asignar a cada valor x; de la variable
su probabilidad p;, ya que al ser X continua puede tomar los infinitos valores pertenecientes a un
cierto intervalo de la recta real.

Como no podemos definir la funcion de probabilidad para una variable continua del modo en
que lo hemos hecho para variables discretas, es necesario introducir un nuevo concepto matematico
que caracterice a dicho tipo de variables.

Comenzamos con un ejemplo: sea la variable continua X que mide los pesos (en kg) de 50
alumnos de un Instituto. Los valores que toma dicha variable los agrupamos en intervalos o
clases, por ejemplo:

[45;50); [50;55); [55;60) ... [75;80)

Una vez hecho el recuento de alumnos cuyo peso pertenece a cada intervalo, se pueden calcular las
frecuencias relativas /;, y representar estos datos en forma de histograma de frecuencias relativas,
obteniendo un resultado del siguiente tipo:

h; = drea

Con un sencillo cambio en la escala del eje ver-
tical se puede conseguir que sea el drea de cada
rectangulo, y no su altura, la que represente la
frecuencia relativa de cada clase.

Los histogramas construidos de este modo se
llaman histogramas de densidad. En ellos la su-
ma de las areas de todos los rectangulos es

I_ _I igual a 1.

45 50 55 60 65 70 75 80 kg
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Supongamos ahora que tenemos datos sobre el peso —
de mds alumnos (100, por ejemplo), y que construimos
un histograma de densidad con los intervalos de clase
mads pequefios (por ejemplo, reduciendo la amplitud a
la mitad). Obtendriamos una representacion similar a
la de la derecha:

45 50 55 60 65 70 75 80 kg

Si continudramos con este proceso de reducir el tamafio del intervalo y aumentar el tamano
de la muestra de forma indefinida, obtendriamos un nimero infinitamente grande de intervalos
infinitamente pequefios; la grafica escalonada se transformarfa entonces en una curva continua, y
las frecuencias relativas de las clases se aproximarian a las probabilidades respectivas:

Esta curva corresponde a una funcion real de
variable real f(x), y recibe el nombre de funcion

f(x) de densidad de la variable aleatoria continua.
(Nota: aunque aqui se ha dibujado una curva
simétrica, no tiene por qué serlo.)

Una funcion de densidad f(x) debe cumplir las siguientes condiciones:
@ f(x) >0 en todo su dominio (las probabilidades son siempre positivas).
< el drea total encerrada bajo la curva de f(x) es igual a 1.

< la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores en un intervalo determinado [a, b]
es el drea encerrada bajo la curva en dicho intervalo:

drea= pla < X <b)

a b

< la probabilidad de que la variable X tome un valor puntual, p(X = a), es siempre cero, como
corresponde al drea de una region cuya base es un punto.
Por ejemplo, para los pesos de los alumnos no tiene sentido plantearse cudl es la probabilidad
de que un alumno pese exactamente 63,5847 kg, pero si tiene sentido preguntarse por la
probabilidad de que el peso esté comprendido entre 63 y 64 kg.

Por tanto, para una variable continua, las probabilidades se obtienen calculando dreas bajo la
funcion de densidad. El cdlculo del drea puede ser complicado, sobre todo cuando no se dispone de
la herramienta adecuada, que es el cdlculo integral. Para facilitarlo, se define una nueva funcién,
representada por F(x) y lamada funcion de distribucion:
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La funcion de distribucion F(x) de una variable aleatoria continua proporciona el drea en-
cerrada bajo la grédfica de la funcion de densidad f(x), desde —co hasta x, es decir:

F(x) = p(X < x)

Graficamente:

10.6. La distribucion normal

10.6.1. Introduccion

La distribucion normal es un caso particular de distribucion de probabilidad de variable con-
tinua, sin duda el mds importante, ya que hay multitud de fenémenos que se ajustan a ella.

La distribucién normal la presentan aquellas variables que dependen de muchos factores; dicha
distribucion acumula muchos individuos en los valores centrales (proximos a la media), pero el
niimero de éstos va decreciendo segun se aleja la variable de la media, tanto por encima como
por debajo, de forma simétrica.

La funcion de densidad de una variable normal es una curva simétrica llamada campana de
Gauss, en honor al matemdtico que la estudio inicialmente (ver los graficos anteriores).

Muchos fenomenos de la vida real siguen este modelo de probabilidad: estaturas, pesos, cociente
intelectuales, vida media de los aparatos, gasto en productos de consumo, errores en las mediciones
de magnitudes, etc. Esta ubicuidad en fenomenos tan dispares puede justificarse gracias al llamado
teorema central del limite, que afirma que aunque en un fenomeno intervengan diferentes causas
que no siguen una distribucion normal, su presencia simultdnea hace que la distribucion tienda a
la normal.

No todas las distribuciones de variable continua son normales. Por ejemplo: nivel de renta
de los espafioles, distancia del impacto al centro de la diana al realizar el disparo un tirador
profesional,. .. son ejemplos de distribuciones asimétricas.

10.6.2. Funcion de densidad de la distribucion normal

La funcion de densidad de una variable aleatoria con distribucion normal tiene la siguiente
expresion:

Sfx) =

1 -
oV2n
donde: u: media de la distribucion.

o desviacion tipica.

Esta expresion analitica es compleja (jno es preciso aprenderlal), pero su representacion grdfica, la
campana de Gauss, nos permite descubrir muchas de sus propiedades:
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J(x)

|

g
H=0 H p+o
es una funcion definida para cualquier valor de x; su dominio, por tanto es IR.
es una funcién simétrica respecto de la recta x = u, y alcanza el maximo en dicho valor.
el eje de abscisas es una asintota horizontal.

la funcién posee dos puntos de inflexion en u—oy u+ o.

@ § § & §

el drea encerrada entre la curva f(x) y el eje de abscisas es 1. Por ser simétrica, el eje x = u
deja un drea igual a 0,5 a la derecha , y otra igual a 0,5 a la izquierda.

= la funcion de distribucion correspondiente, F(x), nos da las dreas comprendidas entre la
curva y el eje OX, desde —oo hasta cada valor de x. Este drea coincide con p(X < x):

F(x) = p(X < %)

X

Una variable aleatoria que sigue una distribucion normal de media p y desviacion tipica o
se representa por N(u, o).
p'y o son los parametros de la distribucion.

Para cada valor de i y o tendremos una funcion de densidad distinta; estos valores influyen
sobre la forma de la campana de Gauss:

< la media desplaza la curva a izquierda o derecha:

| |
| |
: : M < o
| |
| |

M1 H2
< la desviacion tipica estrecha o ensancha la curva: cuando o es alta, la dispersion es alta y la
grafica menos estilizada y mds abierta; cuando o disminuye, la dispersion es mas pequefia,
y la grafica mds estilizada (datos mds concentrados en torno a la media). Hay que tener en
cuenta que el drea bajo la campana se mantiene constante e igual a 1:

01 <09 <

O\ 02
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10.6.3. Distribucion normal estandar

Para calcular probabilidades en una distribucion normal, es necesario calcular el drea bajo la
curva de la funcion de densidad entre dos valores cualesquiera. Como este calculo no es trivial, se
han elaborado tablas para la funcion de distribucion, F(x) = p(X < x). El problema es que existen
infinitas distribuciones normales, tantas como pares (i, o) distintos hay.

Ahora bien, todas ellas tienen propiedades comunes, y se puede reducir una cualquiera de ellas
a cualquier otra, sélo cambiando la variable convenientemente. Por tanto, bastarda con tener las
tablas de una tnica distribucion normal.

Se ha tabulado la distribucion normal mas sencilla, que es la que tiene media g = 0 y desviacién
tipica o =1, es decir, la N(0,1). Esta se llama distribucién normal estandar.

La variable aleatoria de la N(0,1) se representa por Z (en lugar de X), y se llama variable
normal tipificada.

Las tablas de la distribucion N(0, 1) exponen los valores de las dreas bajo la campana desde
—oo hasta k, es decir las p(Z < k). Estos valores se encuentran en el cruce de la fila que contiene
las unidades y décimas de k con la columna de sus centésimas (ver tabla de la distribucion normal
estandar).

La informacion proporcionada por la tabla, junto con la simetria de la curva, y el hecho de
que el area total bajo la campana sea igual a 1, es suficiente para calcular cualquier probabilidad.

Ejemplo 10
Si Z sigue una distribucion N(0,1):
|
|
. p(Z <0,45) = 0,6736 A
(lectura directa de la tabla) (I) 0.45
|
« p(Z21,73)=1-p(Z <1,73) = |
=1-0,9582 = 0,0418 !
0 1,73
|
e p(Z<-0,5)=p(Z>0,5)= :
=1-p(Z<0,5)=1-0,6915 = 0,3085 |
0.5 0
|
. p(Z>-1,25) = p(Z < 1,25) l
— 0,8944 :
-1.25 0
|
e p(1,25< 7 <2,57) = |
= p(Z < 2,5T) - p(Z < 1,25) = |
= 0,9949 — 0,8944 = 0,1005 0 125 257
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o p(-2,57<Z<-1,25) =
= p(1,25 < Z < 2,57) = 0,1005

|
|
|
|
|
-2,57 -1,25 0

|
« p(-0,83<Z<2,3)= l
=p(Z<2,3)- p(Z < —0,83) = I
=p(Z<2,3)-(1-p(Z<0,83)) = -0.83 0 2.3
=0,9893 — 1+ 0,7967 = 0, 7860

10.6.4. Tipificacion de la variable

En los problemas reales la distribucion normal no serda una N(0, 1), sino N(u, o). Para calcular
las probabilidades en una N(u, o) hay que transformar la variable X en otra variable Z que siga
una N(0,1). Esta transformacion se conoce con el nombre de tipificacion de la variable.

Para llevar a cabo esta transformacion hay que realizar dos pasos:

1°) Centrar, es decir, trasladar la campana de Gauss hasta que la media u sea igual a 0. Ello
se consigue restando X — pu.

2°) Reducir la desviacion tipica a 1. Esto equivale a contraer o dilatar la campana de Gauss

. L X -
para que coincida con la de la normal estandar. Para ello, basta con dividir entre o~ —'u.
o

En resumen:

Los valores de la variable tipificada lo que miden en realidad es cudantas desviaciones tipicas
se alejan los valores de la variable respecto de la media.

Si X es N(u, o), con la tipificacion la probabilidad p(X < k) se calcula ast:

p(XSk)=p(ﬂ < k__'u):p(ZS k;“)
o o a

donde Z es N(0,1). El valor de esta tltima probabilidad se mira en la tabla.
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Ejemplo 11

Se fabrican unas pilas alcalinas cuya duracion en horas sigue una distribucion normal
de media 60 h, y desviacion tipica 5 h. Si se elige una pila al azar, qué probabilidad hay
de que dure:

a) Menos de 50 h.
b) Entre 52 y 65 h.

c) Examinadas 200 pilas, jcudntas durardn mds de 68 h?

a) Sea X = numero de horas de duracion de una pila: X — N(60; 5)

X-60 50-60
p(X<50)=p( 56 < 56)=p(Z<—2)=p(Z>2)=

=1-p(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228

52-60 X—60 65— 60
b)p(SZSXSBS):p( 80 =60 G 6):

5 - 5 5
=p(-1,6<Z<1)=P(Z<1)-p(Z<-1,6)=
=p(Z<)-p(Z>1,6)=p(Z<1)-[1-p(Z <1,6)] =

=0,8413 -1+ 0,9452 = 0,7865

X-60 _ 68-60
c)p(X268)=p( = = &

=1-0,9452 = 0,0548 = 5,48 %
Para un total de 200 pilas: 200 - 0,0548 = 10, 96 ~ 11 pilas.

):p(ZZl,6)=1—p(ZSI,6)=

10.6.5. Significado de la desviacion tipica

Dada una distribucion normal N(u, o), es interesante conocer cudl es el porcentaje de indivi-
duos que se encuentra en el intervalo (u — o, i + o), es decir, que no se alejan de la media méds de
1 desviacion tipica:

-0 - +0 -
o o

=pZ<)-pZ<-D)=p(Z<)-[1-p(Z<1]=

)=p(—1SZS1)=

=0,8413 -1+ 0,8413 = 0,6826 = 68,26 %

El 68,26 % de los individuos se encuentran en el intervalo (u — o, i + o).

De forma similar se puede calcular que:

= el 95,4 % de los individuos estédn en el intervalo (u — 20, u + 20°).

< el 99,7% de los individuos se encuentran en el intervalo (u — 3o, u + 30).
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|
|
| ]
| | | I
u—-30c u-20 u-o u u+o u+20 p+30c
68,2 %
95,4 %
99,7 %

Observando los porcentajes anteriores, se comprende facilmente por qué las tablas de la distri-
bucion N(0,1) se han construido para valores de la variable menores que 3,59. La probabilidad,
para valores superiores a 3,59 (o inferiores a —3,59) es practicamente cero.

10.6.6. Calculo de percentiles

La tabla normal se usa, generalmente, para calcular la probabilidad seguin el valor de Z; pero
también puede utilizarse en sentido inverso: conocida la probabilidad, hallar el valor de Z que le
corresponde.

Esto es especialmente titil para el calculo de percentiles (percentil P, es el valor de la variable
que deja por debajo un a % de los individuos).

Ejemplo 12

Aplicado un test a un grupo de 400 personas, se ha obtenido una distribucion normal
de media 60 puntos y desviacion tipica 5 puntos. Halla el percentil 67.

Sea X = puntuacion en el test: X — N(60;5)
Si al percentil Pg; lo llamamos k:
k—60
pX < k) =0,67T = p(ZS )=0,67 =

|
|
_ |
kt_)—60=0,4399 = k=60+5-0,4399 = :

67 %

=62,1995 ~ 62,2 = Py = 62,2 puntos 60 k

Ejemplo 13

Se sabe que los soldados de un cuartel poseen una estatura que se distribuye normal-
mente con media 168 cm y desviacion tipica 8 cm. Si se quiere seleccionar el 5% de los
soldados mds altos, ja partir de qué altura ha de hacerse?

Sea X = estatura de los soldados: X — N(168; 8)

k—168 95 %
pX <k =095 = p(Zs ) =0,9 = |
|
k-1
68:1,6449 = k=168+8-1,6449 = | 5%
|
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Ejemplo 14

Un test dio una puntuacion que sigue una ley normal con media 100 y desviacion tipica
15. Halla el rango intercuartil.

Se trata de hallar un intervalo centrado en la media que contenga al 50% de la

poblacion.
Sea X = puntuacion en el test: X — N(100; 15)

ki — 100 ki — 100
pPX<k)=0,75 = p(ZS ‘15 )=0,75 = 2 =0,6745 =

k1 =100 + 15 - 0, 6745 = 110, 1175 = 110 puntos

Por simetria:
ko =100 — 15 - 0,6745 = 89, 8825 ~ 90 puntos.

En el intervalo [90, 110] se encuentra el 50 % central k100 K
de la poblacidn:

Rango intercuartil= 110 — 90 = 20

10.6.7. Aproximacion de la binomial por la normal

(estudiar por apuntes de clase)

10.6.8. Probabilidades normales y calculadora grafica

Las siguientes instrucciones son vdlidas para la calculadora CASIO fx-9750G PLUS y similares.

<= Menu STAT.
< FS (DIST) = F1 NORM)
* Para calcular probabilidades: F2 (Ncd). Introducir los datos del siguiente modo:

limite inferior
limite superior
o
i

= F1 (CALO)

* Para calcular percentiles: F3 (InvN). Introducir los datos del siguiente modo:

area (probabilidad)
o = F1 (CALC)
u

Nota: tomar —10% ~—co y 10% = tco.
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