SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

1
Oviedo 19 rbytz_0
junio A 3. Sean los planos T oirbyte 0y . Su interseccion es larecta T :{ ’ f!‘r i ; il . Caleula:
a) La ecuacién del plano 7, sabiendo que A(1,1,1) €7, . (1.25 puntos)
b) La ecuacidn de un plano 11'; paralelo & ¥ que esté a una distancia de % unidades de la recta 7,
(1.25 puntos)
a) Caleulemos la expresion de larecta v en forma de un punio © y un vector direclor
o { Tyt E} — g { . H — (ma ) — (0,0,0) 1} A(LD,—1) AelR =
0,0, 0
= = (1,0, 1)
Elplano o, se puede construir a parlir del punto O (o A) y los veclores rﬂ ¥ v,
=0 y=0 z-0
LA 1 i —1 1} e @ =2y z=10
1 1
b} La ecuscion de un plano rr: paralede a v, es del tipo
rtytztd=10
¥, comio larecta « o8 paralela al planao ?r‘; o S liene gque
d{a',x"l] dn[I’,'x"l] YFPer
En particular podemos coger O
Vi = s S =3 == d=43
S VTR T
-rr’l rrdutz£3=0
3. 3 Sean AL 1,00 v B(1,3,0) los wirtices opueatos de un rombo situado en e plano o =z =10
Oviedo 19 ; _ .
Julio A a) Caleuls un veetor director 1,

¥ o censcidn de o rects v s la que
pertenecen los otroa dos vértiees del rombo O v [, (1.5 puntos)
b) Determina dichos vértices € v 7 sabiendo que estdn a una distancia de
V2 unidndes del punto medio M. {1 punte) .

Caracteristicas de un rombo: Lados jguales paralelos des a dos, Diagonales perpendiculares gque ae cortan
en el contro de ambas.




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

a) Un vector director «, debe ser perpendicular al vector normal del plano =, & — (0,0,1) ¥ al veclor que une
los punies Ay B, AL — (~2,2,0)
il AL x i (2,2,0) = (1,1,0)
Un punto de Ia recta es el punto medio de A v B

ALRB
M + (2,2,0)

Y la ecoacicn de r
vy z) — (22,00 1 K(1,1,0) kel = { Ty

b) Oy [ perienecena vy se pueden expresar en funcidn del punio M
C =M ¢ kv, = (2,2,0)0 + (1, 1,0) =M — ki, —(2,2,0) — &(1,1.0)

para algin valor & < 0L
d{C, My — (I, M) — V2ET — 2|k

Como nos dice gue esa distancia es +'2, se liene

|&] =1 =3 k=41
= (2,200 4+ 11,1, 00 = (3,3,0) = (22,00 — 10, 0,0) = (1,1,0)
4 3. Dados el plane = @ = | 1 wlarecta v que pasa por el punto A{1,1,1} con vector director
Oviedo 19 i = (0,1, 1), Caleula:
JulioB a) El punte P interseceidn del plane = v de o recls r. {1.25 puntos)
b El punte A" simétrieo de A respecto al plane «. {1.25 puntos)

a) Unpunto £¢x, v, z) di la recla se expresa por
Q=Atkii. keR s (ruz)={(LL1+E0 L) =(L1+k1+k) keR

Siademds perienece s w oo by — 1

L4 (1+k) =1 =k - P(1,0,0)

) El punto medio M entre Ay A’ periencee al plano & yalarecla s que pasapor Ay tene de veclor director
el normal al plano =, o — (1, 1,0)

srl) = At kn kel = {xyg.2z) = (1L, 1 H E(L,L,0) = (1 + k14 k1) kel
Siademds M ew ,
I
22k =1 k——172 M-,z 1
I = .llr = (2121 )
5S¢ liene que

A= M- MA - (1/2,1/2,1) — (1/2,1/2,0) — (0,0,1)




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

5. 3. Sean r v 5 dos rectas perpendiculares que se cortan. La recta r viene dada por las ecuaciones
Oviedo 18 T I;] vt z 1 2. Caleula:
Junio A a) Un veetor direetor #, de r. {0.75 puntos)
b} Un vector director o, de s sabiendo que o) x v, es proporcional al veetor (1,0, 2). {1 punto)
e} Las ecuaciones del plans 7 que contiene ambas rectas, (0L75 puntos)
a} Un vector director de r serd
r:I;l ”']'1 2_|2 = F = (2,1,-1)
b) Si ry # son perpendicelares lambién 1o serin o) ¥ o, ¥ como o = (1,0, 2) es perpendicular a ambos, se lendra
e 173 LA (2, —5,—1)
@5 wn vector director de s,
e} Un vector normal al plano = serd of. Luepo la ecoacidn de o serd
wizxt2zt+d=10
Ademds AL, 1,2 crCw =% H4+d=10
wixetd2z=5
6
Oviedo 18 w1
Junio B 3. Dado la recta  r: { 2—0 ° el punto (1.1, 1) ¥y un plano r.

a) Calenla el punto P de la recta r que verifica d{ P, 0 — 1. (1.25 puntoa)
b) Se sabe que Q@ ew y que d{f 0} — d(F 7). Determina la ecuacidn del plano o, (1.25 puntos)

a) Un punio de la recta es del Gpo
A, 1,0 Aeli

Luego st dl 200 — 1,
VA TF T =  A=1 = P{i,1,0)

X —3
b} Segiin Jos datos del problema se Gene que el vector ¢ — (0,0, 1) es normal al plano «. Laego
®:z4d=0

Sifdew
T z=1




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

8 3. Dados les puntos A{2. 1,0y v 810 —1) v v la recta gque determinan. Y sea s la recla delinida por
Oviedo 18 . { rhy=2
. o z=1
Julio B v
a) Estudia la posicion relativa de las rectas. (120 puntos)
b) Determing un punto O de la recta s tal gue los vectores oA ¥ lﬁ sean perpendiculares. (125 puntos)
a) Calculemos pnimero las ecuaciones de la recta »
ol z) = .'1+.P-.'-'l_1'j AR = (ryz)= (2, L0+ M-L-1,-11={2-M1-4-24) AR
z=2-4 r—y=1
ro: y=1-—2A e { s
=} h—zx=
Fara determinar la posicion de las rectas se estudia el sistema
r—1=1
y=z=1
r+y=1
y+z=10
1 1 o} 1 ] 1 1 0] 1 1 = F3 = 2F
0 1 -1/ 1 Fi=F-F 0 1 -11 1 Fi= Fy - F
1 1 o) 2 = 0o 2 o)1 =
i 1 1] @ (1 1 1 ]
-1l 1 -1 0] 1
FOE ! =0 1 -1 1
o0 2 1 - w0 1
i ] 2 -1 X =
Se tiene un sistema compatible determinado. Por tante, las rectas se cortan en un punto.
b) Un punto €7 de la recta = es del tipo
. — T
5 { ;”_1{ — { . . Voo rpsl =2 AA A AER = €2 AN
Y para que cumpla la condicion de perpendiculanidad
CACB=0 &= (A1-AN-(A-1-MA-1}=0 = 2%_3a=0
salen dos posible valores de O
A= = C{2.0,0) A=1 = ©C(1.1,-1)
11 &, Dados los puntos A{1,2,0), B{—1,1,1), <{0,0,1}, 34,1,3). Determina:
OVI_edO 17 a) 81 los cunlro puntos son coplanarios, {1L75 puntos)
Junio B b) La recta v que pasa por 13 y es perpendicular al plano  que contiens los puntoa A, &, O {1 punta)
¢} El punto de corte de la recta r con el plano . (0.75 puntos)

a) Los puntos serin coplanarios s los vectores ﬁ, zﬁ, ﬁ som linealmente dependientes, que se paede
comprobar a través del determinante

Al 9 1 1
A 1 -2 i 11

an 3 -1 3

ea decir, los vectores son linealmente independientes, luego no son coplanarios.




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

b} El plano o que contiens los puntos A, 8,0 esti determinade por un punte A v los vectores ﬁ ¥ F
z—1 w—2 =
w 2 1 | 0 4w xfytdz—3=10
—1 -2 1
La recta v otended como uno de sus veetores directores al veetor normal al plane =, o, = {1, 1,3). ¥ su
eruacion vectorial serd
o () = (41,3 AL 1,3 ek
0, en las olras formas
=412 T —i 3 z—3F
T y=1+2A — G 9 = r—4=y4—1 7
z— 34 3A e '
= 3 Dadalarecta r: 4 = 9021 : -0
Oviedo 17 . alarecta 1 % |y Bz 2 yelplano 7 @ ar—y |z
Julio B a) Halla el valor de @ para que sean paralelos, (1.5 puntos)
b) Para a — 2, caleula la ecuacidn del plano o' que contiene a r y es perpendicular a . {1 puntao)
a) Caleulamos un veetor director de la recta
Fey 4 Fey
- E—y+2z=1 H-’:a;i-f'-'-‘l Jx—3z=13 P 14
| by —Hz=12 Iy—9==10 y=3z
= {zw,z) = (10,00 + A(1,3,1}) AcR
Luegn
w, = (1,31}
Fl vector normal al plano es:
wooar—ytertl=0 = wi—={a-1,1)
Para que la recta v el plano sean paralelos, el vector director de la recta v el vector normal al plano tienen
que ser perpendiculares,
-t =0 = ([(1LA1)-{a,-1,11=0 +— a—-2-0 += a=2
b} El plano =" estard definide por un punia de la recta P01, 0,00 v las vestores o, — (1,3, 1) y & = (2, —1,1)
-1 vy =z
x 1 3 1 0 +—= 4drty—Tz—4=0
2 —1 1
~ Se denot larecta x—6=y—7 =22 y por Pel punto de coordenad
. edenolaporriareca x—o=y—/—=—— or ~ el punto de coordenadas
Oviedo 17 P Y ) yp P
Modelo A (1.01).
a) Halle la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular a r. (1 punto)
b) Halle el punto de r mas proximo a Py halle |la distancia de Pa r. (1.5 puntos)




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

17

. . i _ xty—z+1=0
Oviedo 16 Ejercicio 2.- Considere la recta r : B
Fase General FeE=N
Junio A

a) Escriba la ecuacion implicita de un plano 77 perpendicular a r pasando por el punto
A(-1, 2 , 2). (1,25 puntos)
b) Obtenga el punto proyeccion ortogonal de P(-1, 3 , 3) sobre el plano 7 . (1,25 puntos)

a) El vector director del plano 77 es el de la recta r, que es perpendicular al vector AG, siendo G el punto
genérico del plano pedido y el producto escalar, de ambos, tiene que ser nulo y la ecuacion pedida del plano

x=-1
{x+y_z+l_0:>x+l=02>x=-l:>y=.z:>r: y=A=v, =v,=(0,1,1)>
-y+z=0 il
Z—
o Vrr=(0’1’l) :,TKLZE;:QEE;EO:
4G=(x,y,z)-(-1,2,2)=(x+1,y-2,2-2)

(0,1,1)-(x+1,y-2,2-2)=0=>3y-2+2z-2=0=>m:y+2z-4=0

b) El punto Q de interseccidn de la recta r, perpendicular al plano y el plano es el punto medio entre el punto
P v su simétrica P’.
[ =]

x=-1
FAP=A pde d-asaes2i-4s032d=4sAs2=s y=2=0(-1,2,2)
z=A z=2
|T:y+tz—4=0
+xp -1+
xQ=M:>—1=Tx‘w:}—]+x?=—2:)xp,=—l
+ vy, 3+
yg:yf’zyf’:z: ZyF:>3+yP.=4:>yP.=1 = P(-1,1,1)
+ 3+
ZQ=Z‘D 2ZF:>2= J"“":>3+z},.=4:>zp=l




SOLUCIONES EJERCICIOS (1, 3,4, 5,6, 8,11, 13, 15, 17, 18, 19) SERIES

18. Ejercicio 2.- a) Encuentre m tal que los puntos A(2,-5,2), B(4, m, 2)y C(5, -2, 2) estén alineados _ (1
Oviedo 16 punto)
b) Obtenga las ecuaciones implicitas de la recta determinada por los puntos anteriores.
(1 punto)
ERROR es la c) Halle la distancia del origen de coordenadas a la recta encontrada en b). (0,5 puntos)
Fase GENERAL
Junio B a) Los vectores AB y AC son iguales o proporcionales
e [1——m+5:> t5=1>m=4
AR=(4.m.2)-(2.-5.2)=(2.m+5,0) L_m+5_0__ |1 mrTomi=me
g e
Ac=(5,-2.2)-(2,-5,2)=(3.3,0)=(1,1,0) 1 1 0O [ L9 a=p
1 0
b) La recta r queda determinada por el vector AC y el punto A
= S =3 i+ =2
v, =do={1,1,0)=3p 202
1 0
¢) Hallaremos un plano 77 que contenga el origen de coordenadas y que sea perpendicular a larectar
hallada en b), por ello el vector director del plano es el de la recta que es perpendicular al vector OG, siendo
O el origen de coordenadas y G el punto genérico del plano buscado. Ambos vectores son perpendiculares
y su producto escalar nulo y la ecuacion buscada del plano.
El modulo del vector OQ es la distancia buscada, siendo Q el punto de interseccion de la recta y el plano.
v, =v,=(1,1,0 - = —
S Yo" X% ( ) :DVFJ.OG:T«“\«'F'OG:>(|.,1.0)'(.t..}’.2):0:>ﬁ:x+y=0
oG = (x,y,z]—((},0_.0)=(x,y,z)
x=2+A4
3
ridy=-5+A= Interseccicn= 2+ A)+(-5+A)=0=>-3+24=0=24=3= 4 -
z=12
3
x= 2 o
2
3 7 7 — 7l i ¥, 7
Q J’=_5+_:Q(_a__12 ::’OQ= _1__-:2 _(01010)=(_1__12 =
2 2 2 2 2 2 2
z=2
— [ 7V, [49+as+1s 114 ,
d(O,r)=‘OQ*= Z| #| -] 27 = [ A u’
I Y\2 2 \ 4 2
19
Oviedo 16 Ejercicio 2.- a) Obtenga el punto proyeccion ortogonal de P(1, 3 , 4) sobre el plano
‘e 2x~ytrz-3=0.
Fase especifica il A . 0, ?1’5 pRntas)
. b) Halle el punto simétrico de P respecto del plano 77 _ (1 punto)
Junio A
a) El vector director del plano 77 es el de la recta r que es perpendicular a él y que pasa por el punto dado.
El punto de interseccion Q de la recta r hallada y el plano 77 es el pedido
x=1424
v.o=v, =02~ l)=ri{y=3-A>m:2x-y+z-3=0=2(1+24)-(3-A)+(4+ 4)-3=0
z=4+/
x=1+2-0
244A=3+A+4+A-3=064A=0=>41=0=0] y=3-0 =0(1,3,4)
z=4+0
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b) El punto @ de interseccidn, hallado, de la recta r y el plano es el punto medio entre el punto P y su
simétrico P’

"
1+ x,.
I 4, =2k, =1

1:
_3ty, = = '
3= 2 :>3+}:P.—6:>yp.—3:>P(l,3.4]
4:4+2P.
2

El punto P, Q y P’ es el mismo al pertenecer al plano 7

=4tz =8>z, =4




