Sistemas de ecuaciones lineales

1. Concepto, clasificacién y notacion

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas se puede escribir del siguiente modo:

1171 + @122 + a1373 + - + ATy, = by
(21T1 + QT2 + a23%T3 + - 4+ G2T, = by
a3121 + aszaTz + azzr3 + - + azpTy, = b3
e B A @ T B3 T 00 I CprBn = Ogp

donde:
® a;; son nimeros reales conocidos, llamados coeficientes del sistema.
e b1, by, ...b,, son nimeros reales conocidos, llamados términos independientes.
® I, Ty, ...x, son nimeros reales desconocidos, llamados incégnitas del sistema.

Si todos los términos independientes son nulos, el sistema se llama homogéneo:

a11r1 + aier2 + ai3r3 + - + apx, = 0
(2171 + ATz + a23r3 + -+ + agpx, = 0
a31r1 + aszar2 + aszr3 + - + azpxT, = 0
Am1%1 + Am2T2 + Am3x3 + -+ + ampTyp = 0

Observemos que en un sistema de ecuaciones lineales:
e el niimero de ecuaciones no tiene por qué coincidir con el nimero de incégnitas.
e las incégnitas son siempre de primer grado.

e si el nimero de incégnitas es pequefio se las suele representar por: x, y, z, t, ...

2z + 3y — 4z . . . .
{ oy sistema de dos ecuaciones con tres incognitas

zT — 2y — 5z =2

20 + 3y — 42 =0 . 3 . )
b sistema homogéneo (asociado al anterior)
T —2y —52=0
Una solucién de un sistema es un conjunto de nimeros reales si, sg, ... s, tales que al sustituir

T1 pOr S1, To POr So, etc, se satisfacen a la vez las m ecuaciones. Resolver un sistema es hallar todas
sus soluciones.



2 Sistemas de ecuaciones lineales

Los sistemas que tienen al menos una solucién se llaman compatibles:
e si la solucién es Gnica, el sistema es compatible determinado.

e sj tiene mas de una solucién, el sistema es compatible indeterminado. Mas adelante veremos
que si un sistema tiene mas de una solucién, entonces tiene infinitas soluciones.

Los sistemas que no tienen ninguna solucién se llaman incompatibles.

A un sistema de m ecuaciones con n incégnitas se le pueden asociar las siguientes matrices:

a1 a2 - Gin a1 a2z - aip | by
A | a2 a2 - az A | e am o axm bo
Am1 am2 et Amn Am1 Am?2 Tt Amn bm

Las matrices A y A* se denominan matriz de los coeficientes y matriz ampliada del sistema, respec-
tivamente.
Si llamamos X a la matriz columna de incégnitas:

€
)
X =

Tn

y B a la matriz columna de los términos independientes:

b1
by
B = .
b77l
entonces, el sistema se puede escribir asi:
T b
a1 a2 0 Qip 1 bl
T
az1 Q2 - A2y 21 1™
Am1 Am2 Amn Tn bm

es decir: A-X = B por tanto, como una sencilla ecuacién matricial.

2. Sistemas equivalentes

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Si dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, entonces tienen el mismo nimero de incégnitas,
aunque no es necesario que tengan el mismo nimero de ecuaciones.

Es evidente que si se cambia el orden de las ecuaciones, el sistema resultante no sélo es equivalente
al inicial, sino que en realidad es el mismo.

2.1. Criterios de equivalencia

e Si se multiplican los dos miembros de una ecuacién por un nimero distinto de cero, se obtiene
un sistema equivalente al primero.

e Si a una ecuacion se le suma otra del sistema, se obtiene un sistema equivalente.
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e Si en un sistema se suprime una ecuacién que sea combinacién lineal de otras, se obtiene un
sistema equivalente.
Por ejemplo:

20 — y= 4 % —y= 4
r— y=—1 = = ]
30— 2 = 3 y

ya que B35 = Ey + E; (la tercera ecuacién es redundante, al ser combinacién lineal de otras
del sistema).

3. Resoluciéon por el método de Gauss

Consiste en aplicar ordenadamente los criterios de equivalencia anteriores para obtener un sistema
equivalente al inicial, que sea escalonado, es decir, tal que cada ecuacién tenga una incégnita menos
que la ecuacién anterior. Para simplificar la notacién se suele utilizar la matriz ampliada del sistema.

Es imprescindible que todas las incégnitas ocupen el mismo lugar en las ecuaciones, por lo que
puede ser adecuado escribir el simbolo de la incégnita encima de la columna correspondiente.

Estudiaremos este método con ejemplos.

3.1. Ejemplo 1

T+ 3y + 2z =
Resolver el sistema: 20 — y — 2z = =2

—x + 2y + z= -2

|
-

1 3 2 1 1 3 2 1 1 3 2 1
2 -1 —2|-2 | 228l 7 6|4 | B0 7 6| -4
~1 2 1]|-2) B o 5 3]-1 0 0 —9|-27
Volvemos a escribir el sistema con la notacién estandar:
z=3
r+ 3y+ 2z= 1
—44+6
Ty — 6z= —4 = y:#:_Q
-9z = 27 o

r=1-3y—2z2=1
Solucién: (1, —2, 3)

El sistema tiene una tnica solucién. Por tanto, es compatible determinado.

En general, si en el sistema escalonado, el naimero de ecuaciones no nulas es igual al nimero de
incognitas, el sistema es compatible determinado (SCD).

3.2. Ejemplo 2

z 4+ 2y — 5z =
Resolver el sistema: -2z + y = -3
3z —2y+ z= 4

\
S

1 2 -5| 4 1 2 5| 4\, [1 2 -5
2 1 o|-3 |22 o 5 10| 5 | 220 1 —2| 1 | BfR
3 -2 1| 4) 52 o -8 16|-8) 32 \o -1 2|-1
12 54
o1 2|1
00 00
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4 Sistemas de ecuaciones lineales

La tercera ecuacién del sistema se ha convertido en ceros: 0 = 0. Dicha ecuacién es redundante, y
podemos prescindir de ella. Esto ocurre porque la tercera ecuacién es combinacién lineal de las otras
dos. Nos queda es sistema:

r+ 2y —52z2=4
y —2z=1
Como hay dos ecuaciones y tres incégnitas, damos a una de las incégnitas (z, por ejemplo) un valor

paramétrico A € IR:
z=X AXER

y=1+2: = y=1+2)
r=4—-2y+52=4-2(1+2))+5X1=2+ X
Solucién: (24 A, 142X, A)

El sistema tiene infinitas soluciones, ya que para cada valor que demos a ), se obtiene una solucién
distinta. Por tanto, es compatible indeterminado.

(24+ A, 142X, A\) = solucién general

A=0: (2, 1,0)
A=1: (3,3, 1) . .
= soluciones particulares
A=-2: (0, =3, —2)
etc

En general, si en el sistema escalonado el nimero de ecuaciones no nulas es menor que el nimero
de incégnitas, el sistema es compatible indeterminado (SCI). Al nimero de parametros que se
requieren para llegar a la solucién se le llama grado de indeterminacion del sistema:

g.i.=n° incégnitas—n° ecuaciones no nulas

3.3. Ejemplo 3

T+by — z=5
Resolver el sistema: 2¢ + 3y — 4z =
T —2y — 3z =2

—_

1 5 —-11|5 o 1 5 —1 5 e 1 5 -1 5
L2hotg -7 2| -9 | B2l 0 -7 —2] -9
1 -2 3|2 ) B \o -7 —2|-3 0 0 0] 6

La tercera ecuacion es un absurdo (0 = 6), no se satisface para ningtn valor real; el sistema no tiene
solucién, por tanto es incompatible.

En general, siempre que al escalonar la matriz se obtenga una ecuacién de la forma 0 = b, b # 0
el sistema es incompatible (SI).

3.4. Ejemplo 4

T+ y—z =0
Resolver el sistema: —x + 2y +t=0
2x +2z—-1=0

Cuando el sistema es homogéneo no es necesario poner la columna de los términos independientes:

11 -1 0 1 1 -1 0 11 -1 0
12 o 1 |25 (o 3 -1 1 |3BE2ER 1453 1 1
20 1 -1 ) B2 o 2 3 1 00 7 -1
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Nos queda:
z=X AER
T+ y— =z =0 t=T7z = t="T\
3y — z+t=0 = z—t A—=TA
T2 —t=0 ¥y="3 = Y= 3 = y= -2\

r=—y+z=221+A=3)

El sistema es compatible indeterminado. Solucién general: (3, —2A, A, 7))
Para A=0: (0,0,0,0) = solucion trivial.

Todos los sistemas homogéneos son compatibles, pues todos tienen al menos la solucién trivial
(formada exclusivamente por ceros). Un sistema homogéneo compatible determinado sélo tiene
la solucién trivial, mientras que un sistema homogéneo compatible indeterminado tiene infinitas
soluciones (entre ellas la trivial).

4. Resolucion por el método de la matriz inversa

Vimos en el apartado 1 que un sistema de ecuaciones lineales puede representarse como una
ecuaciéon matricial AX = B, donde A es la matriz de los coeficientes, X es la matriz columna de
incégnitas y B es la matriz columna de términos independientes.

El método de resolucion de sistemas por la matriz inversa sélo puede aplicarse en el caso de que
la matriz A tenga inversa, es decir:

e A es una matriz cuadrada (el sistema tiene el mismo namero de ecuaciones que de incégnitas).
e |A] # 0 (todas las ecuaciones son linealmente independientes).

Eneste caso: AX =B = X = A~!.B, y el sistema es siempre SCD.

20+ y+2=7 2 1 1 z 7
7 +2z=4 = [1 0 1 yl =14 (AX = B)
3r — 2y — 2z =2 3 -2 -1 z 2
2 1 1
Como |A|=|1 0 1 |=6%0, podemos resolver el sistema como una ecuacién
3 -2 -1

matricial: X = A1 . B

1 f2 -1 1 f2 -1 1 7 2
At=cl4 5 -1 > X=2]4 5 -1 4] =1
2 7 1 —2 7 -1 2 2

Luego, la solucién del sistema es: (2, 1, 2)

5. Teorema de Rouché-Frobenius
Recordemos que el rango de una matriz es el namero de filas linealmente independientes, es

decir, que no se anulan al escalonar la matriz. El teorema de Rouché-Frobenius nos permite estudiar
la compatibilidad de un sistema, en funcién de los rangos de las matrices asociadas al mismo:
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6 Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si el rango de la matriz de los coeficientes es igual
al rango de la matriz ampliada con la columna de los términos independientes, y reciprocamente:

Sistema compatible < rango A = rango A*

Si el sistema es compatible, el rango de la matriz indica el namero de ecuaciones independientes.
Ademés:

e si el nimero de incognitas es igual al rango, el sistema es compatible determinado.
e si el nimero de incognitas es mayor que el rango, el sistema es compatible indeterminado.
En resumen:
e rango A =rango A* =n = SCD
e rango A =rango A* <n = SC|

e rango A #rango A* = Sl

Discutir y resolver, si es posible, el siguiente sistema:

T+ y+2z=1
r+2y+ z=1
20 + y+ z=1

Aplicamos el método de Gauss, con lo cual hallamos rangos y resolvemos simulta-

neamente:

11 2|1 1 1 2| 1 11 2] 1
12 101 )2 (o 1 1] o |01 —1] 0
2 1 1)1 ) 528 o -1 —3]|-1 0 0 —4|-1

Observamos que: rango A = 3 =rango A* =n° incégnitas = SCD

1
2=
z+y+ 2z= 1 1
Yy — A — 0 = y:Z:i
A=l . 0y L_2_1
r=1—-y—2z=1—-—-==-
Y 1 1 1
1 1 1
lucién: - =, =
Solucién (4, i 4>
Discutir y resolver, si es posible, el siguiente sistema:
r+2y+ z=1
20 + y + 22 =2
3z + 3y + 3z =4
1 2 1/1 2 1 1 1 2 1 1
2 1 2|2 | 224 3 0| o |2 (0 -3 0| 0
33 3[4) P Lo -3 0|-1 0 0 0f-1

rango A = 2, pero rango A* =3 = Sl
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Discutir y resolver, si es posible, el siguiente sistema:

r+2y+ z=1

20 + y + 22 =2

3z +3y + 32 =3
12 1)1 1 2 1|1 1 2 11
2 1 202 | 225 [ o -3 olo | 22| 0 -3 0]0
33 3(3) 53 Lo -3 0]0 0 0 00

rango A =rango A* =2 < n° incégnitas=3 = SCI, g.i.=1

2 1 °=
& Y+ z = .
{ 3y 0 = y=0

r=1-2y—2z=1-X

Solucion: (1—X, 0, A), AeRR

6. Discusion de sistemas con parametros
En algunos sistemas se sustituyen algunos de los coeficientes o términos independientes por letras,

llamadas también pardmetros, que pueden tomar como valor cualquier niimero real. Se trata ahora
de estudiar, segin los valores de este parametro si el sistema correspondiente es compatible o no.

Discutir el siguiente sistema segtn los valores del pardmetro a:

T+ ay — z= 1 1 a —1 1
2 + y — az = 2 = A*=1 2 1 —a 2
= Y= z=@a=1 1 -1 —-1ja—-1

El rango de ambas matrices, A y A* serd como méximo 3. Dicho rango sera igual a
3 cuando |A] # 0:

1 a -1

|[Al=12 1 -a|=-1+2-a?+1-a+2a=-a’+a+2
1 -1 -1

Al=0 = —a’+a+2=0 = a*>-a—-2=0 = a:{ 7;

Casos:

1) a#t—-1ya#2 = |A|#0 = rango A=rango A*=3=n = SCD
2) a=-1 = |A|=0

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
A=(2 1 1| 2 |&22%10 3 3|/ 0] =
1 -1 -1|-2/) " \o o o0|-3
rango A = 2
{ rango A* =3 = 9
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8 Sistemas de ecuaciones lineales

3) a=2 = |A=0

1 2 —1]1 1 2 —1]1
A= 2 1 2|2 | 22010 3 o0 | BB
1 -1 1|1 ) B \o -3 o]o
1 2 —-1]1
0 -3 010 = rango A =rango A*=2<3=n = SCI
0 0 00

Discutir y resolver, segin los valores de a, el siguiente sistema:

z+ 2y —32=0 1 2 -3
22+ y+az=0 = A'=[2 1 a
T — 2=0 1 0 -1
1 2 -3
[A|=12 1 a|=-1+2a+3+4=6+2a=0 = a=-3
1 0 -1

Casos:

1) a# -3 = |A|#0 = rango A=rango A* =3=n = SCD

Como el sistema es homogéneo la Gnica solucién que tiene es la trivial:

r=y=2=0
2) a=-3 = |4]=0
1 2 -3 1 2 =3\ , 1 2 -3
A=(2 1 —3) 220,19 3 3|22 (0 -1 1 | D22
10 —-1) ™" \o —2 2/ 3% \o -1 1
1 2 -3
0 -1 1 = rango A =2=rango A* <3=n = SCI
0 0 0
El sistema queda:
zZ=A
z+ 2y —32=0
{ —3‘9‘ s—0 = y=z = y=2A
r=-2y+3z = z=-2A+3A=)

Solucién: (A, A, A), A€R

gogbodogobogogbod
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