
Vectores

ObjetivOs del captulO:

4.1  Los vectores como desplazamientos en  el  plano y en  el  espacio;  componentes 

de un  vector;  representacin  en  columna;  suma y d iferencia  de dos vectores;  

el  vector nulo, el  vector  ;  mu ltipl icacin  por un  escalar;  mdulo de  un  vector;  

vectores unitarios;  la  base ,  ,  ;  vectores de posicin.

4.2  Producto escalar de dos vectores;  vectores perpendiculares;  vectores paralelos;  

ngulo entre vectores.

4.3  Ecuacin  vectorial  de una  recta en  dos y tres d imensiones;  ngu lo entre  dos 

rectas.

4.4  Rectas coincidentes y paralelas;  punto de interseccin  entre dos rectas;  

determinacin  de la  posicin  relativa  de dos rectas.

Qu necesitamos saber
1 Usar coordenadas en tres dimensiones 

Por ejemplo:  OABCDEFG es un cubo de 

lado 2 unidades.  A  pertenece al eje x,  C 

pertenece al eje y y D pertenece al eje z.  

Escribir las coordenadas de A,  B y F

  A  tiene coordenadas (2,  0,  0).

  B tiene coordenadas (2,  2,  0).

  F tiene coordenadas (2,  2,  2).  

2 Usar el teorema de Pitgoras

 Por ejemplo:  Hallar la longitud de la 

hipotenusa,  x,  de un tringulo cuyos  

otros lados miden 4 cm,  7 cm

 x2  =  7 2  +  4 2  =  65

 x =   = 8,06 cm

Comprobemos nuestras habilidades
1 El prisma OABCDEFG es tal que OA   

mide 3  unidades,  OC 4 unidades y OD 2  

unidades.  A  pertenece al eje x,   

C al eje y y D al eje z.

  D las coordenadas de 

 A    B

 E   F

  H,  el punto medio de  

GF

2 Halle la longitud de la hipotenusa,  x.

  

an  omnzr



3  Usar el teorema del coseno

 Por ejemplo:  En el tringulo ,   

 =  6  cm,   =  11 cm y  =  95.

 Calcular la longitud de 

 2  =  2  +  2   2       cos 95

 =  6 2  +  112   2   6    11    cos 95

 =  168,50. . .

  =  13,0 cm (3  cs)

3 a  En el tringulo ,   =  9 cm,   

  =  15  cm y el ngulo  =  110.

   Calcule la longitud de  al centmetro 

ms prximo.

 b   En el tringulo ,   =  8,6 cm,   

 =  3,1 cm y  =  9,7cm.

  Diagrama no 

d ibujado  a  

escala

3,1  cm
8,6  cm

9,7  cm

   Calcule el ngulo ,  al grado ms 

prximo.
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Algunas cantidades pueden describirse mediante un nmero:  solo se 

requiere un dato.  Por ejemplo,  la temperatura normal del cuerpo humano 

es de 37 C,  la longitud del ro Amazonas es de 6400 km,  la densidad del 

agua es de 1000 kg m3.  Estas cantidades quedan determinadas por la 

magnitud (medida) solamente y se denominan .

Sin embargo,  otras cantidades requieren,  para su defnicin completa,  no 

solamente de una magnitud sino tambin de una direccin.  Tales 

cantidades se denominan .  Si queremos volar de Londres a Pars 

y nos dicen que la distancia es de 340 km,  esta inormacin resulta intil 

hasta que nos digan en qu direccin necesitamos viajar.

Los vectores se emplean comnmente en una rama de la sica llamada 

mecnica.  Se usan para representar cantidades tales como el 

desplazamiento,  la uerza,  el peso,  la velocidad y el momento.  En 

matemticas,  los vectores nos interesan principalmente para representar 

desplazamientos y velocidades.  El ejercicio fnal de este captulo tiene una 

serie de preguntas donde podremos ver estas aplicaciones tanto en 

problemas de dos dimensiones (plano) como de tres dimensiones 

(espacio).  Este captulo trata de los conceptos bsicos,  el vocabulario y la 

notacin de vectores,  y a continuacin,  de las operaciones bsicas y la 

geometra de vectores.

La funcin  de los 

vectores en  la  

mecnica puede ser 

un  tema  interesante 

para  explorar.



12.1  vctor: concpto bico

si no traladamo 4 km hacia l Nort y 3 km hacia l et, qu 

ditancia rcorrimo?

Quizs se trate de una pregunta sencilla,  pero podemos contestarla de 

dos maneras igualmente vlidas:

  Una respuesta para esta pregunta es decir que recorrimos  

7 km.  Esta es la ditancia  total que recorrimos (4 +  3  =  7 km).

  Una segunda respuesta a esta pregunta es decir que recorrimos 

5  km.  Este valor se halla usando el teorema de Pitgoras  

(  =  5  kilmetros).  A este valor se le llama dplazaminto.  

El desplazamiento mide la dierencia entre la posicin de salida  

y la de llegada.

Vectores y escalares

  Un ctor  es una cantidad que tiene mdida  (magnitud) y 

dirccin.  El desplazamiento y la velocidad son dos 

cantidades vectoriales.  

   Un calar  es una cantidad que tiene medida pero no 

direccin.  La distancia y la celeridad son dos cantidades 

escalares.

Como se vio anteriormente,  la distancia y el  

desplazamiento tienen distintos signifcados.   

Esto tambin es cierto para la velocidad y la  

celeridad.  La celeridad se refere a cun rpido  

viaja un objeto,  mientras que la velocidad se  

refere a la razn a la cual cambia su posicin.

Por ejemplo,  si un automvil viaja a  

90 kilmetros por hora,  esta es su celeridad.

Si ese automvil recorriera una pista cuyo  

punto de partida coincide con el de llegada,   

su velocidad cuando regresa al punto de  

partida sera 0.

Si el mismo automvil estuviese recorriendo un camino recto en 

direccin Oeste,  despus de una hora diramos que su velocidad es  

de 90 kilmetros por hora en direccin Oeste.

3  km

4  km

Salida

Llegada

3  km

4  km 5  km

Llegada

Salida
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Representacin de vectores

Los vectores se representan mediante segmentos orientados.  La 

longitud del segmento indica la medida de la cantidad que representa 

el vector,  y la direccin del segmento (representada por una fecha) 

indica la direccin del vector.

Considere los puntos (2,  3)  y (5,  7) en el plano cartesiano:

Para describir el movimiento desde A hasta B podramos decir nos 

movemos 3  unidades en la direccin positiva del eje  y 4 unidades 

en la direccin positiva del eje  .  El 3  se denomina la componente  

horizontal  (o ),  el 4 es la componente  vertical  (o ).  Tanto la 

direccin como la longitud del movimiento tienen importancia y,  

por lo tanto,  el uso de un vector se presta para describir la situacin.

Este vector puede representarse en una variedad de ormas:

En el diagrama,  el segmento  representa el vector ,  donde la 

fecha por encima de las letras indica la direccin del movimiento 

(desde  hasta ).  Las componentes del vector se representan aqu 

usando un vector columna.

 =  
 

 

 

Los vectores tambin pueden representarse usando una letra 

minscula en negrita.   

Por ejemplo,  podramos usar  para representar el vector .  

 =   =  
 

 

 

En  un  vector columna   











 ,  la   representa  

un  movimiento en  

la  d ireccin  positiva  

del  eje  y la   un  

movimiento en  la  

di reccin  positiva  del  

eje .

Es difci l  escribir las 

letras en  negrita  

a  mano;  por eso, 

debemos subrayarlas 

para  indicar que se  

trata  de  un  vector.  

As,  a  escrito  a  mano 

sera  a.



Finalmente,  el vector se puede representar mediante vctors 

unitarios o versores.  Podemos escribir 
 

 

 

 como 3i  +  4j,  donde i  y j  

son vectores de medida 1  en las direcciones de los ejes x e y 

respectivamente.  A i  y j  se les llama vectores base.

Por consiguiente,  el vector 3i  +  4j  representa un movimiento de 3  

unidades en la direccin positiva del eje x y 4 en la direccin 

positiva del eje y.

Del mismo modo en que consideramos objetos que se mueven sobre 

el plano,  tambin podemos pensar en objetos que se mueven en el 

espacio tridimensional.  Podemos representar un vector en tres 

dimensiones de forma similar,  pero necesitamos introducir la letra  

k para el vector de longitud 1  en la direccin del eje z.

Por lo tanto,  ahora tenemos tres componentes.

 

 


 
 
 

 

=  3i    2j  + k representa un movimiento de 3  unidades en la 

direccin positiva del eje x,  2 unidades en la direccin negativa del 

eje y y 1  unidad en la direccin positiva del eje z.

  El vector unitario en la direccin del eje x es i.   

En dos dimensiones,   y en tres dimensiones,  .

   El vector unitario en la direccin del eje y es j .   

En dos dimensiones,   y en tres dimensiones,  .

   En tres dimensiones,  el vector unitario en la direccin del  

eje z es k =  



















.

Los vectores i,  j  y k  se llaman vctors bas.

ejmplo 1

a  Escriba  a =  














  utilizando vectores unitarios.

b  Escriba i +  5k en forma de vector columna.

Rspustas:

a  a =  6i   7j

b  b = 



















Aqu el coefciente de la componente 

 es 0.
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La  magnitud  de un vector

La magnitud  de AB  es la longitud del vector  

y se denota con | AB | .

La magnitud se calcula usando el teorema de Pitgoras.

Si AB  =  






,  entonces | AB |  =  

  Si AB  =  
 

 

 

 =  ai + bj,  entonces | AB | =  .

En tres dimensiones esto se transforma en:

  Si AB  =  

 

 

 

 
 

 =  ai + bj  +  c k,  entonces | AB |  =  .

ejmplo 

Halle la magnitud de estos vectores:

a  OP =  








  b

3

2

   1





















Rspustas

a | OP| =   =  13

b  =  3,74 (3  cs)

Ejercitacin 12A

1 Escriba estos vectores utilizando vectores unitarios.

a  b   c  

2 Escriba estos vectores en forma de vectores columna.

a AB  =  2i  +  3j  b  CD  =  i + 6j   k c  EF  =  k

Otros nombres para  la  

magnitud  son  mdulo,  

longitud,  norma  y 

medida.

Cuando los fsicos 

resuelven  problemas 

de  aceleracin  

un iforme  y  cada 

l ibre  bajo el  efecto de 

gravedad , necesitan  

considerar la  magnitud  

y la  direccin  del  

vector aceleracin.

Este es un  concepto 

interesante para  

explorar con  mayor 

profundidad.



3 Escriba los vectores a,  b,  c,  d y  e  utilizando vectores unitarios y 

en forma de vectores columna.

 

4 Halle la magnitud de cada vector.

a 
 

 

 

 b  










  c  2i + 5j  d  

 

 

 

 e  2i    5j

5 Halle la magnitud de cada vector.

 a  

 

 

 

 
 

 b  

 

 


 
 
 

 c  2i  +  2j  +  k d  

 

 

 
 
 

 e j    k

Vectores iguales,  negativos y paralelos

  Dos vectores son iguales  si tienen igual direccin,  sentido y 

magnitud;  sus componentes ,  ,  y  son iguales tambin y,  por 

lo tanto,  los vectores columna son iguales.

Considere lo siguiente:  

Los vectores  y  tienen igual  

direccin (son paralelos) y sentido,  y tienen igual  

magnitud.  En consecuencia,   =  .

Los dos vectores  y  tienen igual  

magnitud pero distintos sentidos.   

Por lo tanto,     .  

Aqu,   =  








  y  =  













  y,  por lo tanto,   =   .   

 se llama el vector opuesto.

  Podemos escribir  como  .

No importa  en  qu 

lugar del  plano 

cartesiano se 

encuentran  estos 

vectores:  siguen  

siendo iguales.

Si  dos vectores 

paralelos  tienen  igual  

longitud, tendrn  las 

m ismas componentes.

Aqu  =   =  








.

La direccin  de un  

vector es importante, 

no solamente su  

longitud.
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Los vectores AB ,  CD  y EF  son todos parallos   

pero tienen distintas magnitudes.

Aqu,  AB  =   CD  y AB  =  2EF .

  Dos vectores son parallos  si uno es un mltiplo escalar del otro.

Por lo tanto,  AB  y RS  son paralelos si AB  =  k RS ,  donde k es 

una cantidad escalar.  Lo dicho puede escribirse como  =  k .

Los vectores AB  y GH  tienen igual magnitud (29),   

pero diferentes direcciones.  Por lo tanto,  AB    GH .

ejmplo 3

El diagrama muestra algunos vectores:

Escriba cada uno de los dems vectores en funcin del vector .

Rspusta

Del diagrama podemos observar 

lo siguiente:

 =  












,   =  

 

 

 

,   =  








,   

 =  








 ,   =  













 ;

 = 








  =  2  +  5  

 = 








  =  4  +  10  

 =  

 
 

 =  1  +  2,5  

 = 








  =  2  +  5  

 = 
 

 
 

 =  5  + 2

No podemos multipl icar 

 por un  escalar 

para  obtener .

 Contina  en  l a  pg ina  sigu iente.



Por tanto,  

b  =   a

c  =  2a

d =  a

e  =  2a

 es paralelo a ,  en sentido opuesto; 

la magnitud de  es la mitad de la 

de .

 tiene sentido opuesto al de ; la 

magnitud de  es el doble de la de .

 tiene sentido opuesto al de de ; la 

magnitud de  es igual a la de .

 tiene igual direccin y sentido que 

; la magnitud de  es el doble de la 

de .

ejmplo 4

Para qu valores de s y t estos dos vectores resultan paralelos?

m  =  3i  +  t j   6k y n =  9i   12j  +  s k

Rspusta

Por ser vectores paralelos,  m  =  kn

3i  +  t j   6k =  k (9i   12j  +  sk)

3i  +  t j   6k =  9ki   12k j  +  skk

3 =  9k

k =  

Por lo tanto,  t =  12    =  4

6 =  s      s =  18

Aplicar la propiedad distributiva e 

igualar los coefcientes

Igualando las componentes 

Igualando las componentes 

Igualando las componentes 

Ejercitacin 12B

1 El diagrama muestra algunos vectores.

 

a  Escriba los vectores c,  d,    y f en funcin de los   

vectores a o b.

b De qu manera se relacionan a y b?

2 Cules de estos vectores son paralelos a i  +  7j?

a = 
 

 

 

 b =  












  c =  

 

 
 

d =  








   = 60i + 420 j  f =  6i  42j  

g = i  +  7j Captulo 12



3 Para qu valor de t estos dos vectores resultan paralelos?

a r =  4i  +  t j  y s  =  14i  12j

b a =  










  y b  =  













4 Para qu valores de t y s estos dos vectores resultan paralelos?

v = t i   5j  +  8k y w  =  5i  +  j  + s k

5 En el cubo OABCDEFG la longitud de cada  

arista es de una unidad.  

 Exprese estos vectores en uncin de i,  j  y k.

a OG

b BD

c AD

d OM  donde M es el punto medio de GF.

6 Repita la pregunta 5  sabiendo que OABCDEFG es un prisma 

rectangular donde OA  =  5  unidades,  OC = 4 unidades y OD =  3  

unidades.

vectores de posicin

Los ectores de posicin  son vectores que dan la  

posicin relativa de un punto respecto de un  

punto fjo O.

El punto P con coordenadas (5,2) tiene vector  

de posicin OP  =  








  =  5i  +   2j .

  El punto P con coordenadas (x,  y)  tiene vector de posicin 

OP  =  








  =  x i  +  y j .

vectores resultantes

Considere los puntos A(2,  3)  y B(6,  6).   

El diagrama muestra los vectores de posicin de  

A  y B.  Podemos ver que el vector AB  =  








.

Tambin vemos que el movimiento desde A   

hasta B podra describirse como un movimiento  

directo de A  a B,  o  como un movimiento de A   

a O seguido de un movimiento de O a B.

P(5, 12)

6 4 0

5

10

15

2

Recordemos que 

debe escribirse como 

vector,  no como par 

ordenado. 



As,  podramos escribir  =   +  

El vector  se llama resultante de los vectores  y 

Recordemos que  =   ,

y por lo tanto,

 =    +  

=    

  Para hallar el vctor rsultant  entre dos puntos  y  

podemos restar el vector de posicin de  del vector de 

posicin de .

ejmplo 5

Los puntos  y  tienen coordenadas (3,  2,  0) y (4,  7,  5).

Halle el vector .

Rspusta

(3, 2 , 0)

(4, 7, 5)

Primero escribimos los vectores de posicin  y 

  =  



















  =  



















  =     =  

De manera similar,  si conocemos el vector  

 y el vector ,  conocemos la posicin  

de cada uno de los puntos  y  respecto  

del punto .

 =   +  

=    
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ejmplo 

Dados XY  =  





















 y XZ  =  





















,

halle los vectores:  a  YZ   b  ZY

Rspustas

a  YZ  =  XZ    XY  =  

b ZY  =  

Ejercitacin 12C

1 P tiene coordenadas (7,  4),  Q tiene coordenadas (2,  3).  

Halle los vectores PQ  y QP.

2 El punto A  tiene vector de posicin 
 

 

 

,  B tiene vector de posicin 










   

y C tiene vector de posicin 








 .  Escriba como vector columna:

a  AB  b  BA  c  AC  d  CB

3 Escriba estos vectores en la forma a  +  b  +  c .

a OP,  donde P es (2,  3,  5)

b El vector que une (1,  5,  6) con el origen

c El vector que va desde (2,  3,  5) hasta (1,  2,  1)

d El vector que va desde (1,  2,  1) hasta (2,  3,  5)

4 LN  =  



















 y NM  =  





















.  Halle LM .

5 Dados TS  =  3  +  4     y TU= i    4  +  2 ,  halle US.

6 AB  =  





















,  BC  =  

 

 


 
 
 

 y AC  =  .   

 Halle los valores de las constantes x,  y y z.



Los ejemplos siguientes ilustran cmo mostrar que tres puntos son 

colinals.

ejmplo 7 

Muestre que los puntos A,  B y C con vectores de posicin i   2j  +  3k,   

2i +  3 j    k y 4i   7j  +  7k,  respectivamente,  son colineales.

Rspusta

AB  =   OB   OA  

=  (2  1)i  +  (3    (2))j  +  (1  3)k

= 3i  +  5j   4k

AC  =  OC   OA   

= (41)i  +  (7   (2))j  +  (73)k

= 3i    5j  +  4k

AB  =  AC  

Por lo tanto,  AB  y AC  son 

paralelos y dado que tienen un 

punto en comn,  A,  los puntos A,  

B y C deben pertenecer a la misma 

recta.

Comenzar por hallar el vector 

determinado por dos puntos 

cualesquiera,  por ejemplo,  AB

Ahora repetir el procedimiento 

usando otros dos puntos,  por  

ejemplo,   AC

Podramos haber hallado  

BC  = 6   10  + 8 ,  que resulta ser 

un mltiplo escalar tanto de AB  

como de AC,  demostrando as que 

AB y AC son paralelos a BC.

Ejercitacin 12D
1 Muestre que los puntos A,  B y C con vectores de posicin i   2j  +  3k,  

2i +  3j    k y 4i   7j  +  7k,  respectivamente,  son colineales.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

2 Los puntos A,  B y C tienen coordenadas (2,  3,  3),  (5,  1,  5) y  

(8,  1,  13),  respectivamente.  

a Halle AB .

b Muestre que A,  B y C son colineales.

3 Muestre que los puntos P
1
(1,  2,  4),  P

2
(2,  1,  4) y P

3
(5,  0,  4) son 

colineales.

  Sabiendo que P
4
 tambin es colineal con P

1  
,  P

2
 y P

3
 y que la 

coordenada x de P 
4
 es 2,  halle las coordenadas y  y z.

4 Los vectores de posicin de A,  B y C estn dados por 3i  +  4j,   

xi,  i    2j,  respectivamente.  Halle el valor de x tal que A,   

B y C sean colineales y halle la razn AB :  BC.

Los puntos  son  

col ineales si  pertenecen  

a  una  misma recta.

Captulo 12



Distancia  entre dos puntos en tres dimensiones

  Si A  =  (x

,  y


,  z


),  entonces a =  OA  =  x


i  +  y


j  +  z


k 

y si B =  (x
2
,  y

2
,  z

2
),  entonces b  =  OB  =  x

2
i  +  y

2
j  +  z

2
k.

AB  =  AO  +  OB

=  OB   OA

=  b   a

= (x
2
   x


)i  +  (y

2
  y


)j  +  (z

2
  z


)k 

Distancia AB =  

ejmplo 8

Halle el vector desde A(1,  3,  4) hasta B(4,  2,  7) y,  a partir de lo anterior,  

determine la distancia entre los dos puntos.

Rspusta

OA  =  i  +  3j  +  4k y OB  =  4i  +  2j  +  7k 

AB  = OB   OA

 = (4i  +  2j  +  7k)    (i  +  3j  +  4k)

 =  3i   j  +  3k

Distancia =  | AB |  =  

=  =  =  4,36 (3  cs)

Primero escribir los 

vectores de posicin de 

cada punto

Ejercitacin 12E

1 Halle el vector AB  desde A(1,  5,  1) hasta B(4,  5,  1) y,  a partir de  

lo anterior,  determine la distancia entre los dos puntos.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

2  El punto A  tiene vector de posicin 



















,  B tiene vector de posicin 

 

 

 

 
 

 

y  

C tiene vector de posicin 



















.

 Muestre que el tringulo ABC es issceles y calcule el ngulo CAB.

3 Si el vector de posicin a del punto (2,  3,  t)  es tal que | a| =  7,   

halle dos valores posibles de t.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

4 Sabiendo que a =  xi  +  6j    2k y | a|  =  3x,  halle dos valores  

posibles de x.

5 u  = 

 

 


 
 
 

,  v  = 

 

 


 
 
 

.  Sabiendo que | u|  =  | v| ,  halle los posibles  

valores de a.

b

a

b  a



6 a y b  son dos vectores y | a|  =  5.  Halle el valor de | a + b|  cuando:

 a  b  =  2a

 b b  =  3a

 c b  es perpendicular a a y | b|  =  12

Vectores unitarios

Un vctor unitario  es un vector de longitud   en una direccin dada.   

Para hallar un vector unitario en la direccin de un vector a,  primero 

debemos hallar la longitud del vector a,  es decir,  | a| ,  y luego multiplicar 

el vector a por .  Este vector tendr la misma direccin,  dado que es un 

mltiplo escalar de a,  y tendr longitud  ,  dado que mide    la longitud 

del vector original.

  Para hallar un vector de longitud   en la direccin de a se usa 

la rmula .

Empleando este mtodo podemos tambin hallar un vector de cualquier 

longitud,  digamos de longitud k,  en la direccin de a.  Primero debemos 

hallar el vector unitario y luego multiplicarlo por este valor de k.

  Para hallar un vector de longitud k en la direccin de a se usa 

la rmula k .

ejmplo 9

a  Halle el vector unitario en la direccin del vector 3i + 4j.

b   Halle un vector de longitud 10 en la direccin del vector 










 .

Rspustas

a  El vector 3i  + 4j  tiene longitud .

Por lo tanto,  un vector de longitud 1 ser .

b   El vector 










  tiene longitud .  El vector 











  tiene longitud 1.

Por lo tanto,  el vector de longitud 10 es 










 ,

que puede simplifcarse si se requiere:

     
     
       
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Ejercitacin 12F

1 Muestre que   es un vector unitario.

2 Muestre que    es un vector unitario.

3 Halle un vector unitario paralelo a 4   3 .

4 Halle un vector unitario paralelo al vector 























.

5 Halle un vector unitario en la direccin del vector determinado  

por los puntos 
1
(1,  0,  1) y  

2
 (3,  2,  0).

6  +   es un vector unitario.  Sabiendo que  >  0,  halle el valor de .

7 Halle un vector de magnitud 5  que resulte paralelo al vector 2   .

PREGUNTA TIPO EXAMEN

8 Halle un vector de magnitud 7 en la direccin del vector 





















.

9 Halle un vector unitario en la direccin del vector:

a 
 

 

 

 b  
 
 

 

. suma y diferencia de vectore

Suma de vectores

Supongamos que tenemos dos vectores =  










 y = 










 .

 +   se interpreta geomtricamente como un primer  

movimiento a lo largo del vector ,  seguido de un movimiento  

a lo largo del vector .

Muestre  que la  

magnitud  es 1.



  El vector resultante,  u  
 
+ v,  es el tercer lado del tringulo 

ormado cuando u y v  se disponen de orma tal que el origen 

de v  coincide con el extremo de u.

u  v

v

u

Vemos tambin que la suma de vectores es conmutativa,   

dado que u + v  = v  +  u.  Esto da lugar al paralelogramo  

de la suma de vectores.

u  vv

u

v

u

El vector resultante u 
 
+ v  en este caso es 









.  

Observemos que es cil obtener este resultado sumando  

las componentes correspondientes.   

 u +  v  = 

Diferencia  de vectores

Consideremos nuevamente los dos vectores u = 












 

y v  = 










 .

u  v  se interpreta geomtricamente como un movimiento a lo largo 

del vector u,  seguido de un movimiento a lo largo del opuesto del 

vector v,  o  u +  (v).

u  v

u

 v

El vector resultante es u  v  y,  en este caso especfco,  es  










 .  

Nuevamente,  vemos que podemos calcular sencillamente este 

resultado,  restando las componentes.

u   v  =  

  Los vectores se restan sumando el vector opuesto.

El  trmino  conmutar  signifca 

intercambiar o  permutar.  

En  matemticas, la  propiedad  

conmutativa impl ica  que se puede 

intercambiar el  orden  sin  al terar el  

resultado.

Luego de considerar los siguientes 

clcu los (suma, d ierencia, 

multipl i cacin  y divisin), cules 

operaciones pareceran  ser 

conmutativas?

10 + 5  y 5  +  10

10  5  y 5    10

10  5  y 5   10

10  5  y 5    10

   =   +  ( )

La resta  no es 

conmutativa.

   =  








     
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El vector nulo

Considere el tringulo 

 +  +  debe ser igual a cero ya que el recorrido total resulta en una 

vuelta al punto de partida.  Esto se escribe como  +  +  = 0

El  vector nu lo se escribe en  negrita  para  ind icar que es un  vector.

 = 










  en  dos d imensiones y 





















 en  tres d imensiones.

ejmplo 0

Dados a =  2i   3j  +  3k  y  b  =  4i   2j   k,  halle los vectores:

a  a +  b  b  b   a c  2b   3a

Rspustas

a  a +  b  =  (2 +  4)i +  (3 +  (2))j  +  (3  +  (1))k

 =  6i   5j  +  2k

b b   a =  (4  2)i  +  (2  (3))j  +  (1  3)k

 =  2i  +  j   4k

c   2b   3a =  (2(4)  3(2))i  +  (2(2)  3(3))j  +  (2(1)   3(3))k

 =  2i  +  5j   11k

Ejercitacin 12G

1 Dados a =  2i   j,  b  =  3i  +  2j,  c  =  i  +  j  y  d  =  3i  +3j,  halle estos 

vectores:

a a +  b  b b  +  c  c c  +  d

d a +  b +  d   a  b  f d  b +  a

2 Dados a =  












,  b  =  










  y c  =  














,  halle estos vectores:

a a +  b  b b   c  c   (a +  c)

d a + 3b   c    3c   2b  +  5a

equilibrio  es  el  

nombre que se  da  

al  estado donde un  

nmero de fuerzas 

estn  balanceadas:  

su  resultante  es  

cero.  El  concepto de  

equi l ibro es un  tema  

interesante para  

explorar con  mayor 

profundidad.



3 Dados a =  3i   j   2k y  b  =  5i   k,   

halle estos vectores:

a a +  b  b b   2a

c 2a  b  d  4(a  b)  +  2(b  +  c)

4 Dados los vectores p  = 3i   5j  y q =  i + 4j,   

halle los vectores x,  y  y z,  donde:

a 2x   3p  =  q b  4p   3y  =  7q c  2p  +  z  =  0

5 Los vectores a y b  son tales que a =    

y b  =  


 









 .

 Sabiendo que a =  b,  halle los valores de x e y.

6 Los vectores a y b  son tales que a =  



















 y b  =  .

 Sabiendo que 3a =  2b,  calcule los valores de s,  t y u.

D e m ostraciones ge o m tricas

Aun cuando no contemos con vectores especfcos,  se pueden 

utilizar sumas,  dierencias y mltiplos de vectores para deducir 

algunos resultados geomtricos.

ejmplo 11

En el tringulo OXY,  A,  B y C son los puntos medios  

de OX,  OY y XY respectivamente,  OX  =  x  y OY  =  y.

a   Halle expresiones para OA ,  OB ,  XY ,  OC  y  

CO  en uncin de x  e  y.

b   Halle una expresin para AB  en uncin de  

x  e  y.  Cul es la relacin entre la recta  

XY y la recta AB ?

c  P es el punto tal que OP  =  OX  +  XB .  Halle OP.

d  Qu puede concluir acerca de la posicin de P ?

Rspustas

a  OA  =   OX  =  

OB  =   OY  =  

XY  =  XO  +  OY  =  x  +  y  = y   x

Usar la informacin del 

diagrama

Usar suma de vectores

El  mtod o q u e con si ste en  ca l cu l a r 

l a  a cci n  combi nad a  d e dos  o 

m s u erzas medi an te l a  su ma se 

den om i na regl a  del  paral el ogramo y 

se  ha  conoci do d esd e l a  poca  d el  

f lsoo y eru di to  gri ego Ari stteles 

(384322 a .  C.  ).  El  ma tem ti co 

hol a nds Si m on  Stevi n  (15481620) 

l a  empl e en  su  trata do Principios 

del arte del peso q ue perm i ti  

gran des avan ces en  el  desarrol l o 

de  l a  mec n i ca .  No u e si no ha sta  

al red ed or de 1800 q u e Ca spa r 

Wessel  (da ns-n oru ego, 17 451818)  

y J ean-Robert Argan d (su i zo, 17 68

1822) comenza ron  a  orm al izar el  

concepto d e  vector .

 Contina  en  l a  pg ina  sigu iente.
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OC  =  OX  +  XC  =  x  +  XY

= x  +   (  y    x)  

=  x  +  y   x

= x  +  y  =  (x  +  y)

CO  =  OC  =   (x  +  y)

b AB  =  AO  +  OB  =    x  +   y

=  ( y   x)

Como XY  = y x  y  AB  =  (y  x), la 

longitud de AB es la mitad de la de 

XY y ambos vectores tienen la misma 

direccin.  Por lo tanto,  las rectas son 

paralelas.

c  OP  =  OX  +  XB

 =  x  +  (XO  +  OB )  

 =  x  +  (x  +   y)

 =  x  +   y  

 =  (x  +  y)

Por lo tanto,  OP :  OC =  2 :  3.

d   P se encuentra a  del camino entre  

O y C.

Usar suma de vectores

Del diagrama,

XC  =   XY.

AO  =  OA

Usar suma de vectores

XO  =  OX

Ejercitacin 12H

1 En este tringulo,  OA  =  AP,  BQ =  3OB,  N es el punto medio  

de PQ y a =  OA,  b  =  OB.

Muestre que:

a AP = a b  AB = b  a

c PQ = 4b   2a d  PN = 2b   a

e ON= a +  2b  f AN= 2b



2 En este tringulo,  a =  OA ,  b  =  OB  y AC :  CB =  3  : 1.  

Muestre que:

 a  AB = b   a b  AC =  (b   a)

 c CB =  (b   a)  d  OC =  a +   b

3 OABC es un trapecio.  OA = a,  OC = c  y  

CB = 3a.  D es el punto medio de AB.  

 Muestre que:

 a OB = c  +  3a b AB = c  +  2a

 c OD = 2a +  c  d  OC = 2a   c

4 ABCDEF es un hexgono regular con centro en O.  FA = a  

y FB = b.

a Exprese cada uno de estos vectores en funcin de a y/o b.

 i  AB  ii  FO  iii  FC

 iv BC v FD

b Qu cuestiones geomtricas puede deducir sobre los 

segmentos AB y FC?

c Usando vectores,  determine si (FD)  y (AC )  son paralelas.

5 En el diagrama OA = a y OB = b.  M es el punto medio  

de OA  y P pertenece a AB de modo tal que 

AP  =   AB .

 Muestre que:

a AB = b   a y AP  =  (b   a).

b MA =  a y MP=  b   a.

c Si X es un punto tal que OB =  BX,  muestre que MX  =  2b  a.

d Demuestre que MPX es una recta.
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investgacn: el teorema del coseno

Considere dos vectores  =  a  =  3 i  +  4j

y  =  b  =  5 i  +  12 j .

Ahora  va  a  usar el  teorema  del  coseno para  calcular ,  el  ngulo entre los dos vectores.

1  Hal le  el  vector .

2  Hal le  las  longitudes ,   y  ( | | ,  | |  y | | ).

3   Recuerde el  teorema del  coseno y aplquelo a  esta  situacin.   

cos  

  



 



2 2 2
| | + | | | |

=  

2 | | | |

4  Hal le  ,  calculando cos1  

   
 

  
 

.

Debera  hal lar que  =  14,3.

Ahora  repita  este procedimiento usando  =  a  =  
1
i  +  

2 
j  y  

 =  b = 
1
i  +  

2  
j .

En  el  paso 3,  es posible simpl ifcar la  expresin  obtenida, para  l legar a   

cos  =   
+

| | | |

1 1 2 2

o, al ternativamente,  .

12.3 producto escalar

A menudo,  necesitamos calcular el ngulo entre dos vectores  

cuando resolvemos problemas.

1 1
 +  

2 2
,  se  llama el roducto escalar  de  los  dos  vectores   

a =  
1
i +  

2  
j   y  b  =  

1
i  +  

2  
j .

Se  lo  puede  hallar multiplicando  los  coefcientes  de  i  y  los   

coefcientes  de  j  y  (en  el  caso  de  tres  dimensiones)  los  coefcientes   

de  k y  sumando  los  resultados.

   producto escalar

Si a =  
1
i  +  

2
 j  y  b  =  

1
i  +  

2
 j ,  entonces  a   b =  

1 1
 +  

2 2
.

De  orma similar,  si  a =  
1
i  +  

2
 j  +  

3
k y  b =  

1
 i  +  

2
 j  +  

3
 k,  

entonces  a   b  =  
1 1

 +  
2 2

+  
3 3

.  

El  producto escalar se 

conoce tambin  como 

producto punto.

El  producto escalar 

es conmutativo;  esto 

signifca  que  

a   b  =  b   a.



  El producto escalar a   b  =  | a| | b| cos  donde  es el ngulo 

entre los dos vectores.  

ejmplo 12

Si a =  i  +  4j   2k y b  =  2i  +  4j  + 6k,  halle a   b.

Rspusta

a   b   =  (1   2)  +  (4   4)  +  (2   6) 

=  2 +  16  12 =  6

El resultado es un nmero 

escalar,  no un vector.

El ngulo entre dos vectores

Si no conocemos el valor del ngulo  entre dos vectores a y b,  

podemos usar 

a   b  =  | a| | b| cos   cos  =  


para hallar ,  en lugar de desarrollar por completo el teorema del 

coseno.

ejmplo 13

Halle el ngulo entre a y b,  sabiendo que a =  3i  +  4j  y  

b  =  5i  +  12j.  

Rspusta

Usando a   b  =  | a| | b| cos 

a   b  = 3    5  +  4   12 =  63

| a|  =  5,  | b|  =  13

| a|  | b|  cos  =  5    13   cos  

=  65cos 

  63  =  65cos 

cos  =  

 =  cos1  
 

 
 

= 14,3

Tambin  se  puede 

usar la  calcu ladora  

de pantall a  grfca  

(CPG) para calcu lar el  

producto escalar entre  

dos vectores.

Captulo 12



Propiedades especiales del producto escalar

Ve ctore s p e rp e ndiculare s

Dos vectores son perpendiculares si y solo si su producto escalar  

es cero.  

Esto es porque si  = 90,  entonces 

a   b = | a| | b|  cos 90

= | a| | b|    0

= 0

  Para vectores perpendiculares,  a   b = 0

Ve ctore s p arale los

Si dos vectores a y b son paralelos,  entonces

a   b = | a| | b|  cos 0

= | a| | b|  

  Para vectores paralelos,  a   b  =  | a|  | b|  

Ve ctore s coincide nte s

Dado un vector a

a   a = | a| | a|  cos 0

= 2  

  Para vectores coincidentes,  a   a = 2

Ejercitacin 12I

1 Dados a =  2i  +  4j,  b  =  i   5j  y c  =  5i   2j,  halle:

a a   b

b b   c

c a   a

d c   (a +  b)

e (c  +  a)    b

2 Dados u =  



















,  v  =  





















 y w  =  























,  halle:

a u   v  b  u   (v   w)  c u   v   u   w

d 2u   w  e  (u  v)    (u +  w)

A los vectores 

perpendiculares 

tambin  se los l lama 

ortogonales.

Observe que, dado 

que ,   y  son  

perpendicu lares entre  

s,      =      =      =      

=      =      =  0.

Dado que  y  y   

son  todos vectores 

unitarios,  

    =      =      =  1.

En  1686 Newton  

publ ic su  obra  

Philosophiae Naturalis 

Principia Mathematica,  

en  la  cual  detal l  

tres leyes del 

movimiento.  Para  

poder comprender 

y apl icar estas 

leyes necesitamos 

saber cmo 

descomponer una 

fuerza en  direcciones 

perpendiculares 

y cmo hal lar la  

resultante de fuerzas 

perpendiculares.

Las leyes de  Newton  

son  un  tema 

interesante para  

explorar con  mayor 

profundidad.



3 Determine si estos pares de vectores son perpendiculares,  paralelos  

o ninguna de las dos opciones.

a a =  2i  +  4j  y b  =  4i   2j   b  c  =  








  y d  =  











c u =  



















 y v  =  





















 d a =  3i   2j  +  k y b  =  3i   2j   k

e  =  



















 y  =  



















 f n =  2i   8j  y m  =  i  +  4j  

g  =  








  y  =  















4 Halle (a +  3b)    (2a  b)  si a =  i  +  j  +  2k y b  =  3i  +  2j   k.

5 Dados a =  3i   5k,  b  =  2i  +  7j  y c  =  i  +  j  +  k,  

halle el vector d  tal que a   d = 9,  b   d =    y  c   d =  6.

6 Halle el ngulo entre los vectores a y b  si | a|  =  ,   

| b|  =  2 y  a   b  =  .

7 Halle los ngulos entre estos vectores,  dando sus respuestas  

en grados,  con una aproximacin de una cifra decimal.

a 










  y 









  b  









  y 











c 2i  +  5j  y 2i   5j

PREGUNTAS TIPO EXAMEN

8 Considere los puntos (2,4),  (1,9) y (3,2).  Halle:

a  y 

b    

c El coseno del ngulo entre  y 

9 Halle el ngulo entre los siguientes pares de vectores.

a 



















 y 



















 b  



















 y 





















c 2i  7j  +  k y i  +  j   k 
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PREGUNTA TIPO EXAMEN

10 Los puntos A,  B y C forman un tringulo.  Sus vectores de posicin son 



















,   



















 y 





















 respectivamente.  Halle:

a Las longitudes de los lados AB y AC

b El valor exacto del coseno del ngulo BAC

c El rea del tringulo

11 Halle el ngulo entre 



















 y el eje x.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

12 Los vectores de posicin de A  y B son 4i  +  4j   4k y i  +  2j  +  3k,   

respectivamente,  respecto de un origen O.

a Muestre que OA  y OB son perpendiculares.

b Halle la longitud AB.

13  Halle  si los vectores 2i +  j  +  k e i  2j  +  3k son perpendiculares.

PREGUNTAS TIPO EXAMEN

14 Sean a = 5i  3  j  + 7k,  b =  i  +  j  + k.  Halle  tal que a +  b  sea  

perpendicular a a  b.

15 Sean a =  





















 y b  =  





















.   

Halle el valor de p  tal que a +  b  y a  b sean perpendiculares.  

. ecuacin vctorial d la rcta

Supongamos que una recta pasa por el punto  

A,  donde A  tiene vector de posicin a,  y que la  

recta es paralela al vector b.

Ahora,  si R  es cualquier punto que pertenece a  

la recta,  AR  es paralelo a b.  Por lo tanto,  debe  

existir un nmero t tal que AR  =  t b.

Cualquier punto R  que pertenece a la recta  

puede hallarse partiendo del origen y  

desplazndose por el vector a hasta  

alcanzar la recta.  

A partir de lo anterior,  

r =  OR  =  OA  +  AR  =  a +  t b.



  La cuacin vctorial  de la recta est dada por r =  a +  t b,  

donde r es el vector de posicin general de un punto que 

pertenece a la recta,  a es el vector de posicin de un punto de  

la recta y b  es un vctor dirctor  paralelo a la recta.  A t se le 

llama parmetro.

ejmplo 14

a   Halle una ecuacin vectorial de la recta que pasa por el punto 

(1,  1,  3)  y es paralela al vector i  +  3j   k.

b   Halle una ecuacin vectorial de la recta que pasa por los puntos 

A(1,  0,  4) y B(2,  1,  1).

c  Halle el ngulo agudo entre estas dos rectas.

Rspustas

a  a =  i   j  +  3k y b  =  i  +  3 j   k 

 Una ecuacin vectorial es

 r =  (i    j  + 3k)  +  t (i  +  3 j   k)  

b OA  =  

 

 

 
 
 

 y OB  =  

 

 

 
 
 

  AB  =  OB   OA  =  

 

 

 
 
 

  A partir de lo  anterior,  una ecuacin de 

la recta es

r =  







































c   Los vectores directores son 

 

 

 
 
 

 y 

 

 

 
 
 

.

 Usando a   b  =  | a| | b| cos  

 1   3  +  3      +      5  

=      cos 

 1  =    cos 

cos  =  

 =  cos1  
 

 
 

 =  87,1

Escribir los vectores de 

posicin de A y B

AB  es un vector que 

tiene la misma direccin 

que la recta.

Para hallar el ngulo 

entre estas dos rectas,  

hay que hallar el 

ngulo entre sus vectores 

directores.

En la ecuacin  

 =  + t ,   es el vector 

director.
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Ejercitacin 12J

1 Halle una ecuacin de la recta que es paralela al vector a  

y que pasa por el punto B ,  con vector de posicin b:

a a = 








  b  =  











b a = 










  b  =  











c a = 



















 b  =  





















d a =  3i   j  +  k b  =  2j   k

2 Halle una ecuacin vectorial de la recta que pasa por  

los puntos dados.

a (4,  5) y (3,  2) b  (4,  2) y (5,  2)

c (3,  5,  2)  y (2,  4,  5) d  (0,  0,  1)  y (1,  1,  0)

3 Halle una ecuacin vectorial de una recta perpendicular al  

vector a y que pasa por el punto B  con vector de posicin b.

a a = 








  b  =  











b a = 










  b  =  











c a = 





















 b  =  



















d a =  i   3j  +  4k b  =  5k

4 Determine si el punto dado pertenece a la recta dada.

a (4,  5) r =  

b (5,  2) r =  

c (3,  5,  1)  r =  

d (2,  1,  1) r =  2i   j   3k +  t  (2j  3k)  

5 Halle una ecuacin vectorial de la recta que pasa por el punto  

(2,  4,  5) en la direccin 2i + 3j  + 8k.

 Halle p y q  tales que el punto (p,   0,  q )  pertenezca a la recta.



6 Halle una ecuacin vectorial de una recta vertical que pase por  

el punto (6,  5).

7 Son las rectas representadas por estas ecuaciones vectoriales 

coincidentes,  paralelas o perpendiculares,  o ninguna de estas 

opciones?

a 
1
 =   

2
 =  

b 
1
 =   

2
 =  

c 
1
 =   

2
 =  

d 
1
 =   

2
 =  

e 
1
 =   

2
 =  

8 Halle el ngulo entre estos pares de rectas.

a  =  

   

   


   
   
   

 y  =  

   

   


   
   
   

b  =  t 





















 y  =  

PREGUNTAS TIPO EXAMEN

9 Los puntos A  y B tienen coordenadas (2,  3,  4) y (6,  7,  2),  

respectivamente.  La recta l
1
 tiene ecuacin  =  .

a Muestre que el punto A  pertenece a la recta l
1
.

b Muestre que AB es perpendicular a la recta l
1
.

10 La fgura muestra un prisma en el cual  

OA  =  2 m,  OC =  5  m y OD =  3  m.  

  Considere O como el origen y vectores  

unitarios ,   y  en la direccin OA,  OC y  

OD respectivamente.

a  Exprese estos vectores en uncin de los  

vectores unitarios.

 i  OF  ii  AG

b Calcule el valor de:

 i  | OF |  ii  | AG |

 iii  Halle el producto escalar de OF  y AG .

c A partir de lo anterior,  halle el ngulo entre las diagonales OF y AG.

3  m

2  m

5  m
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PREGUNTA TIPO EXAMEN

11 Los puntos A  y B tienen vectores de posicin  +  5   2 y  

8   3  +  6 ,  respectivamente,  respecto de un origen fjo O.

a Halle el vector AB .

b Halle el coseno del ngulo OAB.

 Muestre que,  para todos los valores de ,  el punto P con 

vector de posicin (1 +  7 )  +  (5  8 )  +  (2 +  8 )  pertenece 

a la recta que pasa por A  y B.

d Halle el valor de  para el cual OP resulta perpendicular a AB.

 A partir de lo anterior,  halle el punto en el que la 

perpendicular desde O hasta AB corta a  AB.

Punto de interseccin entre dos rectas

Si nos dan las ecuaciones vectoriales de dos rectas,  podemos hallar 

el punto donde se cortan.

ejmplo 5

Dos rectas tienen ecuaciones 
1
 =  

   

   

   
      

 y 
2
 =  

   

   

   
   
   

.  

Muestre que las rectas se cortan y halle las coordenadas del punto de 

interseccin.

Rputa

Los dos vectores son iguales si sus 

correspondientes componentes son iguales.

1
 =  

     

     

     
     

     

2
 =  

     

     

     
     
     

3 +  s =  6 (1)

s =  2  +  4t (2)

1 +  s =  8t (3)

La ecuacin (1)  da s =  3

Sustituyendo s =  3  en la ecuacin (2):

3  =  2 +  4t por lo tanto t =  

Sustituyendo s =  3  en la ecuacin (3)

1 +  3  =  8t por lo tanto t =  

Dado que el valor de s y el valor de t 

satisacen las tres ecuaciones,  las dos rectas 

se deben cortar.

1 
y 

2
 se cortan si existe 

un valor de t y un valor 

de s tales que  

1 
= 

2
.

Igualar componentes 

y resolver el sistema de 

ecuaciones

 x =  3  +  s

  y =  s

 z =  1 +  s

 x =  6

  y  =  2 +  4t

 z =  8t

 Contina  en  l a  pg ina  sigu iente.

En  tres d imensiones, 

dos rectas pueden:

1   cortar:   

si  el  va lor de 

los parmetros 

satisface todas 

las ecuaciones.

2   sr paralla:  

tendrn  vectores 

directores que son  

mltiplos uno del  

otro.

3   sr alabada:   

si  las rectas no 

son  paralelas y 

los valores no 

son  consistentes, 

las rectas no se  

cortan.

 y  son  

alabeadas,  nunca  se 

cortan.



Sustituyendo  s =  3  en  

:


 =  

 x =  3  +  3  =  6

 y =  0 +  3  =  3

 z =    +  3  =  2

Por lo tanto,  las coordenadas del punto de 

interseccin son (6,3,2).

2
 =  

 x =  6

 y =  2 +  4 








  =  3

 z =  0 +  8 








  =  2

Para hallar el punto de 

interseccin,  reemplazar 

el valor de s en 
1
 para 

hallar el vector de 

posicin del punto de 

interseccin

Alternativamente 

podramos reemplazar el 

valor de t en  
2
 .

Esto nos da las mismas 

coordenadas y es una 

manera til de verifcar 

la respuesta.

Ejercitacin 12K

1 Halle las coordenadas del punto donde 
1
 =  4  +  2  +  (2   4 ) 

corta a 
2
 =  11  +  16  + (  + 2 ).

2 Las ecuaciones vectoriales de dos rectas estn dadas por  

1
 =   y 

2
 =  .  Las rectas se cortan en el 

punto P.  Halle el vector de posicin del punto P.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

3 Una ecuacin de la recta l

 es:  

  =  

 Una ecuacin de la recta l
2
 es:

  =  

  Muestre que las rectas l

 y l

2
 se cortan y halle las coordenadas del 

punto de interseccin.  
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PREGUNTAS TIPO EXAMEN

4 Halle el punto donde las rectas con ecuaciones  

r
1
 =  i  +  j  +  t (3i   j)  y r

2
 =  i  +  s j  se cortan.

5 Muestre que las dos rectas r
1
 =   y

r
2
=  son alabeadas.

6 Las ecuaciones vectoriales de las rectas L  y M son:

 L:  l  =  3i   2j  +  5k +  s (i  +  3j   5k)

 M:  m  =  4i   20j  +  6k +  t (3i   4j   3k)

a Muestre que las rectas L  y M se cortan y halle el vector de 

posicin del punto de interseccin.

b Muestre que las rectas L  y M son perpendiculares.

7 La ecuacin de la recta L es  r =  .

 El punto A  tiene coordenadas (5,  7,  a),  donde a  es una constante.  

 El punto B tiene coordenadas (b,  3,   ),  donde b es una constante.  

 Los puntos A  y B pertenecen a la recta L.

a Halle los valores de a  y  b.

  El  punto P pertenece a la recta L  de modo tal que OP es  

perpendicular a L.

b Halle las coordenadas de P.

c A partir de lo anterior,  halle la distancia exacta OP.

8 Los puntos A y B tienen vectores de posicin a =  2i   j  +  2k y  

b  =  3i   2j   k,  respectivamente,  respecto de un origen fjo O.

a Determine una ecuacin vectorial de la recta L
1
 que pase por los 

puntos A  y B.

  Una ecuacin vectorial de la recta L
2
 es r =  7i  +  3k +  s (2i  +  j  +  2k).

b Muestre que las rectas L
1
 y L

2
 se cortan y halle el vector de 

posicin del punto de interseccin C.

c Halle la longitud del segmento AC.

d Halle,  a la dcima de grado ms prxima,  el ngulo agudo  

entre las rectas L
1
 y L

2
.
.

Material de ampliacin

disponible en lnea:                Hoja  de

ejercicios 12: La  ecuacin  de

una  recta  en  tres  dimensiones



2.5 apliccions d los vctors

Los vectores se aplican a situaciones de la vida cotidiana que 

contemplan cantidades vectoriales tales como los desplazamientos  

y las velocidades.

ejmplo 6

El vector de posicin de un bote,  A,  t horas despus de dejar el puerto 

est dado por 
1
 =  t 

 

 

 

.  Un segundo bote,  B,  pasa cerca del puerto.  

Su vector de posicin en un tiempo t est dado por 
2
 =  

   

   

   

.

   Qu distancia hay entre los botes en el momento en que el primero 

deja el puerto?

b   Qu celeridad tiene cada bote?

c   Existe peligro de que los botes colisionen si uno de ellos no 

cambia de direccin?

Rspusts

   En t =  0,  el bote A est en el origen,  con vector de posicin 
 

 

 

  

y el bote B tiene vector de posicin 
 

 

 

,  por lo  tanto,  la distancia 

que los separa es de  =  50,2 km.

b   La celeridad de los botes se halla calculando la magnitud de sus 

vectores directores,  esto es,  del vector velocidad de cada bote.

  Para el bote A,  el vector que recorrer en una hora es 
 

 

 

,  cuya 

longitud es  =  33,5 km.

 Por lo tanto,  el bote A tiene una celeridad de 33,5 km h1.

  Para el bote B,  el vector que recorrer en una hora es 
 

 

 

,   

cuya longitud es  =  14,1 km.

 Por lo tanto,  el vector B tiene una celeridad de 14,1 km h1.  

c   Para que los botes colisionen debera existir un valor de t para el 

cual los vectores de posicin de los dos botes coincidieran.

 Componentes de x:  30t =  50 +  10t   t =  2,5  h

 Componentes de y:  15t =  5  +  10t  t =  1 h

 En consecuencia,  los botes no colisionarn.

Ejercitacin 12L

1 El vector de posicin del barco S  es 30 km Norte y 60 km Este.  

El vector de posicin de la boya B es 20 km Norte y 45 km Este.  

Halle:

 La posicin del barco respecto de la boya

b La distancia exacta entre el barco y la boya
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2 Una partcula P est en el origen O en el instante t = 0.  La partcula  

se mueve con una velocidad constante y llega al punto Q,  con vector  

de posicin  m,  4 segundos ms tarde.  Halle:

a La velocidad de P 

b La posicin de P,  si contina movindose durante 6 segundos ms

Otra partcula T se mueve con una velocidad constante de (2i   5j) m s .

Pasa por el punto A,  cuyo vector de posicin es (4i  j) m cuando t =  0.

c Halle la celeridad de la partcula.

d Halle la distancia de T a O,  cuando t = 3 s.

 Colisionarn las partculas?

3 En esta pregunta las distancias estn dadas en kilmetros y el tiempo  

en horas.  Un vector unitario representa un desplazamiento de   km.

  A las 3  de la tarde una persona est parada en lo alto de un peasco  

mirando el mar y observando el paso de dos barcos.  La posicin del  

barco A respecto de un punto en la costa est dada por 3i  +  3j  y viaja  

con una velocidad de 4i  +  3j .  La posicin del barco B est  

dada por 4i  +  3j  y viaja a una velocidad de 3i  +  3j .  Halle:

a El instante en el cual los dos barcos colisionarn si alguno de  

los dos no cambia de direccin

b El punto en el cual los dos barcos colisionarn

PREGUNTA TIPO EXAMEN

4 Las posiciones de dos helicpteros X e Y en el instante t estn  

dadas por las frmulas

 y  respectivamente.

Las distancias estn dadas en metros.

a Halle la celeridad de los dos helicpteros.

b Muestre que los dos helicpteros no colisionarn.

c Halle la distancia entre los helicpteros cuando t =  10.

ejrcicio d rvisin

1 Demuestre,  usando un mtodo vectorial,  que los puntos A(1,  2,  3),   

B(2,  3,  5)  y C(7,  0,  1) son colineales.

PREGUNTA TIPO EXAMEN

2 Muestre que los puntos A,  B y C,  con vectores de posicin  

5i  j  +  6k,  2i +  2j  y 3i  5j  + 8k respectivamente,  forman  

un tringulo rectngulo.





PREGUNTA TIPO EXAMEN

3 Dados  y ,  muestre que los vectores  

a +  b  y a  b son perpendiculares.

4 Dos rectas con ecuaciones  y  se cortan en el 

punto .  Halle las coordenadas de .

PREGUNTAS TIPO EXAMEN

5 Un tringulo tiene sus vrtices en (2,  4),  (1,  7) y (3,  2).  

a Halle y .

b Halle    .

c Muestre que .

6 Dos rectas 
1
 y 

2
 estn dadas por  y .

a  es el punto de 
1
 cuando  =  4.  Halle el vector de posicin de 

b Muestre que  pertenece tambin a 
2
.

7 La recta 
1
 tiene ecuacin vectorial .  

 
2
 es paralela a 


 y pasa por el punto B(2,  2,  4).

a Escriba una ecuacin vectorial para 
2
 en la forma r =  a + b.

  Una tercera recta 
3
 es perpendicular a 


 y est representada por 

.

b Muestre que  =  3.

c Halle las coordenadas del punto ,  la interseccin entre 
1  
y 

3
.

d Halle .

e Halle | |  en la forma ,  donde  y  son enteros que deber 

determinar.

Captulo 12



PREGUNTA TIPO EXAMEN

8 (En esta pregunta las distancias se miden en kilmetros y el tiempo  

en horas.) Al medioda,  el cuidador de un aro observa dos barcos A y B.  

 La posicin del barco A en el instante t est dada por .

 La posicin del barco B en el instante t est dada por .

a Muestre que A y B colisionarn y halle el instante y el  

vector de posicin del punto de colisin.  A fn de  

evitar la colisin,  a las 2.5,  el barco A cambia su  

direccin a 
 

 

 

.  

b Halle la distancia entre A y B a las  2.30.

ejrcicio d rvisin

1 Halle la amplitud del ngulo entre los vectores 
 

 

 

 y 
 

 
 

.   

D su respuesta al grado ms prximo.

PREGUNTAS TIPO EXAMEN

2 Los vrtices de un tringulo PQR se defnen por los vectores de posicin

OP = 

 

 


 
 
 

,  OQ  =  

 

 


 
 
 

 y OR  =  

 

 


 
 
 

.  Halle:

a  QR y QP  b    c  El rea del tringulo PQR

 3  Una carpa OABCDE tiene orma de prisma triangular,  con una  

seccin transversal constante que es un tringulo equiltero de  

2 m de lado.  La carpa tiene 4 m de largo.  La base OADC es  

horizontal.  Los postes de soporte se colocarn a lo largo de las  

diagonales BC y BD.

  Tome O como el origen y considere vectores unitarios  y  en la  

direccin de OA  y OC respectivamente;   es un vector unitario en  

sentido vertical hacia arriba.

a Exprese estos vectores en uncin de los vectores unitarios ,   y .

 i  OC ii  OB  iii  OD

b A partir de lo anterior,  halle los vectores BC y BD .

c Calcule los valores de:

 i  | BC |  ii  | BD |

 iii  El producto escalar entre BC y BD

d A partir de lo anterior,  halle el ngulo entre los dos postes de soporte.

4 Dados  =  x  +  (x  2)  +   y  =  x2   2x   12x ,   

donde x es una variable escalar,  halle:

a Los valores de x para los cuales  y  son perpendiculares

b El ngulo entre  y ,  cuando x =  1

2  m

2  m

2  m
4  m

4  m



PREGUNTAS TIPO EXAMEN

5 Los puntos  y  tienen vectores de posicin 



















 y 



















 

respectivamente,  respecto de un origen .

a Muestre que  es perpendicular a .

b Escriba una ecuacin vectorial de la recta 
1
,  que pasa por los 

puntos  y .

 Una ecuacin de la recta 
2
 es .

c Muestre que las rectas 
1
 y 

2
 se cortan y halle el vector de 

posicin del punto de interseccin.

d Calcule,  al grado ms prximo,  el ngulo agudo entre las 

rectas 
1
 y 

2
.

6   (Todas las distancias en esta pregunta estn en metros y el tiempo 

en segundos. ) Un insecto vuela a una altura constante.  En el 

instante  =  0,  el insecto est en el punto ,  con coordenadas  

(0,  0,  6).  Dos segundos ms tarde,  el insecto est en el punto ,  

con coordenadas (6,  2,  6).

a Halle el vector .

  El insecto contina volando en la misma direccin con la misma 

celeridad.

b Muestre que el vector de posicin del insecto en el tiempo  

est dado por .

  En el instante  =  0,  un pjaro emprende vuelo desde el suelo.  El 

vector de posicin del pjaro en el tiempo  est dado por 

.  

c Escriba las coordenadas del punto de partida del pjaro.

d Halle la celeridad del pjaro.

 El pjaro alcanza al insecto en el punto 

e Halle el tiempo que tarda el pjaro en alcanzar al insecto.

f Halle las coordenadas de .
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ResuMeN del captulO 12

vor:  ono bio
 Un or  es una cantidad que tiene mi  (magnitud) y irin .   

El desplazamiento y la velocidad son ejemplos de vectores.  

 Un r  es una cantidad que tiene medida pero no direccin.   

La distancia y la celeridad son ejemplos de escalares.

 El vector unitario en la direccin del eje x es i.   

En dos dimensiones,   y en tres dimensiones,  .

 El vector unitario en la direccin del eje y  es j .   

En dos dimensiones,   y en tres dimensiones,  .

 En tres dimensiones,  el vector unitario en la direccin del eje z es k,  donde

k =  



















.

 Los vectores i,  j  y k se denominan or b.

 Si AB = ,  entonces | AB |  =  .

 Si AB  =  ,  entonces | AB |  =  .

 Dos vectores son ig  si tienen igual magnitud y direccin;  sus componentes  

i,  j  y k tambin son iguales y,  por lo tanto,  sus vectores columna son iguales.

 Podemos escribir el vector AB  como  BA .

 Dos vectores son ro  si uno es un mltiplo escalar del otro.

Por lo tanto,  AB  y RS  son paralelos si AB  =  k RS  donde k es una cantidad escalar.  

Esto puede escribirse como a =  kb.

 El punto con coordenadas (x,  y)  tiene or  oiin  OP  =  .

  Para calcular el or rn  AB  entre dos puntos A  y B,  se resta el vector de 

posicin de A  del vector de posicin de B.

Contina  en  la  pgina  siguiente.



 Si A  =  (x
1
,  y

1
,  z

1
),  entonces a =  OA  =  x

1
i  +  y

1
j  +  z

1
k 

y si B =  (x
2
,  y

2
,  z

2
),  entonces b  =  OB  =  x

2
i  +  y

2
j  +  z

2
k.

AB  =  AO  +  OB

=  OB   OA

=  b  a

= (x
2
  x

1
)i  +  (y

2
  y

1
)j  +  (z

2
  z

1
)k 

Distancia AB =  

 Para hallar un vector de longitud 1  en la direccin de a,  se usa la frmula .

 Para hallar un vector de longitud k en la direccin de a,  se usa la frmula k .

suma y difrncia d vctor
 El vector resultante,  u +  v,  es el tercer lado de un tringulo formado cuando u  y v   

se ubican uno a continuacin de otro haciendo coincidir el extremo de u  con el 

origen de v.

u  v

v

u

 Para hallar la diferencia entre dos vectores,  se suma el vector opuesto.

producto calar
 producto calar   

Si a =  a
1
i  +  a

2
 j  y b  =  b

1
i  +  b

2
 j,  entonces a   b  =  a

1
b

1
 +  a

2
b

2
.   

De manera similar,  si a =  a
1
i  +  a

2
 j  +  a

3
k y b  =  b

1
i  +  b

2
 j  +  b

3
k,   

entonces a   b  =  a
1
b

1
 +  a

2
b

2
+ a

3
b

3
.

 El roducto calar  a   b = | a| | b|  cos  donde  es el ngulo entre los vectores.

 Para vectores rndicular,  a   b  =  0.  

 Para vectores arallo,  a   b  =  | a| | b| .  

 Para vectores coincidnt,  a   a =  a2.  

ecuacin vctorial d la rcta
 La cuacin vctorial  de la recta es r =  a + t b,  donde r es el vector de posicin 

general de un punto de la recta,  a es un vector de posicin de un punto dado y b   

es un vctor dirctor  paralelo a la recta.  t se denomina parmetro.

b

a

b  a
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Teora  del Conocimiento:  unidos o  separados?

unios o searaos?
A menudo se divide a las matemticas en diferentes ramas o campos de 

conocimiento.

 Enumere las ramas de las matemticas que conoce.
 Por qu los seres humanos sienten la necesidad de categorizar y 

compartimentar el conocimiento?

teora  conoimieno

lgebra y geomera
En  este captu l o represen tam os vectores geom tri ca m en te  

y l os u sam os para  d em ostrar propi ed a d es geom tri cas.  

Tam bi n  em pl eam os el   l gebra  vectori al  pa ra  d escri bi r y 

gen eral i zar propi ed ad es geom tri ca s.

  Pu ed e pen sar ej em pl os d e cm o u s l os vectores  

en  cad a  u n a  d e  esta s form as?

  En ton ces, l os vectores perten ecen  al   l gebra  o  a  l a  

geom etra?

Cada vez que el lgebra y la geometra estuvieron separadas,  sus progresos han sido 

lentos y sus usos limitados,  pero cuando estas dos ciencias se unieron,  compartieron 

mutuamente sus fuerzas y marcharon juntas hacia la perfeccin.

J oseph  Lou i s  Lagran ge, m atem ti co fran cs, 17 361813

demosrain el eorema e pigoras

conear ara omrener
Establ ecer con exi on es en tre  d i feren tes d om i n i os m atem ti cos 

(l gebra  y geom etra  por ej em pl o)  d esa rrol l a  l a  com pren si n .  

El  m atem ti co fra n cs Ren  Desca rtes (15961650) fu e u n o 

d e l os pri m eros en  u sar el   l gebra  para  resol ver probl em as 

geom tri cos.  Su  m ayor a portaci n  fu e l a  geom etra  cartesi a n a  

o d e coord en ad as.
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Di bu je  y recorte  cu a tro tri  n gu l os i d n ti cos a  este.

Di spn ga l os d e m an era  d e orm ar u n  cu ad ra d o con  l ad os a  +  b,   

com o este:

  Cu l  es el  rea  d el  cu ad ra d o d el  cen tro?

Reu bi q u e l os tri n gu l os para  orm ar otro cu ad rad o,  

con  l a  m i sm a l on gi tu d  d e l ad o, com o este:

  Qu  rea  ti en en  l os d os cu ad ra d os bl a n cos?

El  rea del  cuadrado central  del  primer diagrama  

debe ser igual  a  la  suma de las reas de los dos  

cuadrados del  segundo diagrama.  Esto es,  =  + .

 

U se el  m i sm o d i agra m a, pero ah ora  observe l os  tri n gu l os  

en  l u ga r d e  l os  cu ad rad os.

  U se estos d os m tod os para  h a l l ar el  rea  d el  cu ad ra d o  

gran d e, con  l ad os  +  .  

Modo 1.  El eve al  cu ad rad o l a  l on gi tu d  d e l os  l a d os:  (  +  )

Modo 2.   Ca l cu l e el  rea  d e l os cu atro tri n gu l os con gru en tes  

  y sm el a  a  2,  el  rea  d el  cu ad rad o.

En  am bos casos, se obti en en  expresi on es para  el  rea  d el   

cu a d ra d o gran d e.

I gu a l an d o esta s expresi on es, se  obti en e  +  2  +   =  2  +       +   =  

Represen te l os  l ad os d el  tri  ngu l o  rect n gu l o m ed i an te  

vectores a,  b  y .

Dad o q u e orm an u n  tri n gu l o,  a  +  b  =  

Por l o  ta n to    (a  +  b). (a  +  b)  =  .  

Apl icando propiedad distributiva  a.a  +  a.b  +  b.a  +  b.b  =  .  

a.b  =  b.a  =  0,  porq u e a  y b  son  perpen d i cu l ares

Por l o  ta n to   a.a  +  b.b  =  .  

O  bi en       +   =  

b

a



Demostracin Geomtrica

  Cu l  m tod o d e 

d em ostraci n  

prefere?

  Cu l  u e el  m s 

sen ci l l o?

  Cu l  u e el  m s 

h erm oso?

Demostracin aLGeBraica

Demostracin VectoriaL
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